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wisBenschafUichea Arbelt eines Jahrhunderts zu tiberblicken bemjiht ist, 
eicb das Bedflr&iis nach ztisanunenfassenden Darstellungen geltend maclit, 
durch welche die mannigfachen Binzelforacfaungen auf den verschiedenen 
Gebieten mathematiBchen Wissens unter einheitlichen Gesichtspunkten 
geordnet und einem weiteren Kreise zugänglich gemacht werden. 

Die erwähnten Aufsätze der Enzyklopädie ebenso wie die Referate ' 
in den Jahresberichten der Deutachen Mathematiker -Vereinigung be- 
absichtigen in diesem Sinne in knapper, fOr eine rasche Orientierung 
bestimmter Form den gegenwärtigen Inhalt einer Disziplin an gesicherten 
Resultaten zu geben, wie aui^ durch sorgfältige Literaturangaben die 
historische Entwickelung der Methoden darzulegen. Daröber hinaus aber 
muS auf eine eingehende, mit Beweisen yersehene Darstellung, wie sie 
zum selbständigen, von umfangreichen Quellenstudien unabhängigen Ein- 
dringen in die Disziplin erforderlich ist, auch bei den breiter angelegten 
Bfiferaten der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, in welcben haupt- 
sächlich das historische und teilweise auch das kritische Element zur 
Geltung kommt, Verzichtet Werden. Eine solche ausltlhrliche Darlegung, 
die sich mehr in dem Gharakt^ eines auf geschichtlichen und litera- 
rischen Studien gegründeten Lehrbuches bewegt und neben den rein 
wissenschaftlichen auch pädagogische Interessen berücksichtigt, _ei:Scheint 
aber bei der raschen Entwickelung und dem Umfang des zn einem 
grofien Teü nur in Monographien niedergelegten Stoffes durchaas wichtig, 
zumal, im Vergleiche z. B. mit Frankreich, bei uns in I)eutschland die 
mathematische Literatur an Lehrbüchern Über spezielle Gebiet« der 
mathematischen Forschung nicht allzu reich ist. 

Die Verlagsbuchhandlung B. 6. Teubner gibt sich der Hoffnung 
hin, daB sich recht zahlreiche Mathematiker,- Physiker nnd Astronomen, 
Geod&ten und Techniker, sowohl des In- als des Auslandes, in deren 
Forschungsgebieten .derartige Arbeiten erwünscht sind, zur Mitarbeiter- 
schaft an dem Unternehmen entschließen möchten. Besonders nahe liegt 
die Beteiligung den Herren Mitarbeitern an der Enzyklopädie der Mathe- 
matischen Wissenschaften. Die umfangreichen /literarischen und speziell 
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facUichen Studien, welcbe FQr ' dia Bearbeitimg . yon Abschnitten der 
BiiizyMopILdie voreuneluneii waren, konnten in dem notwendig eng, be- 
grenzten Rahmen nicht vollständig niedergelegt werden. Hier aber,, bei 
den Werken der gegenwärtigen Sammlong, ist die Möglichkeit gegeben, 
den Stolr &eier zu gestalten und die individuelle Auffassung uad Richtung 
des einzelnen Bearbeiters in höherem MaSe zur Geltung zu bringen. 
Doch ist, wie gesagt, jede Arbeit, die sieh dem Plane der Sammlung 
einfQgen läßt, im gleichen Maße willkommen. 

Bisher haben die folgenden Gelehrten ihre geschStzte Mitwirkung 
zugesagt, während erfreulicherweise stetig neue Anerbieten zur Mitarbeit 
an der Sammlung einlaufen, worUber in meinen „Mitteilungen" fortlaufend 
berichtet wird (die bereits erschienenen Bände sind mit zwei **, die 
unter der Presse befindliehen mit einem * bezeichnet): 

**P, BaQlunaiui, niedere Zahlentheorie. (Band X der Sammlung.) 
*E. Blaeohke, Vorlesungen über mathemat. Statistik. tEtiebeint im Mi<ri wo« ) 
H. B&oher, über die reellen Lösungen d^r gewöhnlichen linearen 

Differentialgleicbungen zweiter Ordnung. 
G. Bohlmaiui, Versicberungsmathematik. , 
**H.Bran8, WahrscbeinlichkeiterecJmungu.KoUektismaßiehre, (Bd. X VII,) 
*G. H. Bryaa, Tbermodynamics. lid ensüiwiier Sprsche; «rariiBini imMtniiw«.]' 
G-. CastelnnoTO und F. ^Buriquea, Theofie der algebraischen Flächen. 
**E. Ozuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Aüwendung auf Fehler- 
ausgleichnng, Statistik nnd Lebensversicherung. (Band IX.) 
M. Dehn und P. Heegaard, Lehrbuch der Analysis situs. ' 
•*L. E. Dloksoa, Linear Croups with an exposition of the Galois Field 
theory. [Id ongUhcher spnchB.] , (Band ■ VI,) , 

V. Dingeide;, Kegelschnitte und Kegelschnittsjsteme. 

; Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- ' 

und Integralrechnung. 
G. EnestrSm (in Verbindung mit andern Gelehrten), Handbuch der 

Oescbichte der Mathematik 
E. Engel u. G. Eowaleweki, Einfühlung in die Theorie der Trans- 

f orm ationsgruppen. 
E. Bnriguee, Prinzipien der Geometrie. (EnciiriiDt im Januar i9og.) 
*O.Pisoher, theoretische Grundlagen für eine Mechanik d. lebenden Körper. 
PI», Furt^rilngler, die Mechanik der einiachsten physikaJi sehen Apparate, 
und Versuchs an Ordnungen 
. **A. Gleichen, Lehrbuch der geometrischen Optik. (Band VJII.) 
M. Giübler, Lehrbuch der hydraulischen Motoren. 
J. Harkness, eUiptische 'Funktionen. 
Li Henueberg, Lehrbuch der graphischea Statik. 
K. Heua, die kinetischen Probleme der modernen Maschine nlebro. 
G. Jung, Geometrie der Massen. 
G. Eohn, rationale Kurven, 
**A. Erazer, Lehrbuch der Thetafimktionen. (Band Xll.) 
. H, Lamb, Akustik. 
Q, T. LUienUialcPifreTentialgeometrie. ^~. i 
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**Q. Iioria, spezielle, algebraische und tranazAndente Kurren der Ebene. 
Theorie und CreBchichte. (Band V.) 

Vorleeungen über darstellende Qeometrie. 

*A. E. H. Iiove, Lehrbuch der Elastizität. piiBcbeint im mihi iws.) 
— _ Lehrbuch der Hydrodynamik. 

A. Loewy, Vorlesungen über die Theorie der linearen Substitutionagruppen. 

B. lEehmke, Vorlesungen über Vektoren- und Punktrect^nuug. 
über graphisches Bechnen und über Bechenmaschinen, sowi 

^ber numerisches Bechnen. 
W. Meyerhofer, di^ mathematischen Orundlagen der Chemie. ■ 

**B, Netto, Lehrbuch der Kombinatorik. (Band VU.) 
. *W. F. Osgood, Lehrbuch def Funktionentheorie. [BnohBint Hods i9os.] 

S. Ovazsa, aus dem Gebiet^ der Mechanik. 
•*B. Pascal, Determinanten. Theorie und Anwendungen. (Band III.) 

8. Finohorle, Funktional -Gleichungen und -Operationen. 
■*Fr. Poofceiß, Lehrbuch der Kristal^optik. (B™.;h8ini im jaüuac laoa.) 
A. Pringsheim,' Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlebre. 

C. Segre, .Vorlesungen über algebraische Geometrie, mit hesondejrer 

Berücksichtigung der mehrdimensionalen iCäume. 
**D. Seli^anoff, Differenzenrechnung. (Band XIII.) 
P. St&ekel, Lehrbuch der allgemeinen Dynamik. 

— — Differentialgeometrie höherer Mannigfaltigkeiten. 

**0. Staude, ana^tische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und 
der Ebene. (Band XVI.) 

Flächen and Fläcbensysteme zweiter Ordnung, 

. **o. Stola und J. A. GmoüiGT, -theoretische Arithmetik (Band IV.) 

**-. — -- — ' Einleitung in die Punktionentheorie. (Band XIV,) 

H. Sturm, Theorie der geometrischen Verwandtschaften. 

. — die kubische Baumkul-ve 

H. B. Timerding, Theorie der Streckensysteme und Schrauben, , 
E. Th. Vahlen, Geschichte des Fundamentalaatzes der Algebra. 

Geschichte des Sturmsehen Satzes. 

A. Voss, Prinzipien der rationellen Mechanik. 

— — Abbildung und Abwicklung der krummen F^hen. 

**J. a. Wallentin, Einleitung in die Elektrizitätslehre. (Band XV.) 
**B, V. Weber, Vorlesuügen -über das Pfaffache Problem und die Theorie 
\ . der.i partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung. (Band II.) 

'** A. G. Webster, the Dynamics of Particles, of rigid, elastic, and fluid Bodies 
being Lectures on Mathematicül Physics. pn suguicheT Spraots.] (Band ^I.) 
*E. J. WÜoaynBki, Projektive Differential Geometry of Gurres and" 

Buled SurfaceS. [in engllschfii Sprache.! (Erwholnt EndB 19»B.) ■ 

A. Wiman,, endliche Gruppen linearer Transformationen. . 
W. Wirtinger, algebraische Funktionen und ihre Litegrate. 

— . — partielle Differentialgleichungen. 

3. G. Zeatheh, die ab^hlenden Metboden der Geometrie. 
Jt^ Nähere Angaben über obige Werke befinden sidi' in meinem 
mathematischen Katalog, den ich zu verlangen ^itte. 

Leipzig, Poststraße 3. B Q TdUbüSr 
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Vorwort. 

Die Änregnng zur Verfassung des vorliegenden Werkes entsprang 
hauptsächlich einem Unterrichtsbedürfnisse. Mit der Abhaltung der 
Vorlesungen über mathematiscbe Statistik am Kurse fOr Versicherungs- 
technik der k. k. technischen Hochschule in Wien seit dem Jahre 1896 
betraut, sah ich mich vor eine nicht unwesentliche Schwierigkeit ge- 
stellt. Damit nämlich die Ausdehnung des erwähnten Lehrkurses über 
mehr als zwei Studienjahre vermieden werde, müssen die genannten 
Vorlesimgen spätestens zu Beginn des 3. Studieusemesters binnen 
und demnach auf der Voraussetzung eines nur einjährigen Hochschul- 
unterricbtes in der Mathematik fußen. 

Aber auch diese Vorbildung kann nicht bei allen Hörern ange- 
nommen werden, wenn die Vorlesongen ihrem Zwecke vollauf ent- 
sprechen sollen. Mehr als jedes andere ist da« veraicherungstechnische 
Studium prädestiniert, zum Gemeingut aller Studierenden der Hoch- 
schulen zu werden: denn mit dem Versicherungswesen tritt dermalen 
nicht nur der eigentliche Fachmann, welcher in der Regel seine Aus- 
bildung an der sogenannten allgemeinen Abteilung der technischen 
Hochschule oder an der philosophischen Fakultät einer Universität 
empfängt, sondern auch fast jeder Leiter eines industriellen oder 
Verkehrsuntemehmens , der Verwaltongsbeamte , der Advokat, der 
Richter und der Arzt in die innigste Berührung. Jedoch bei den 
Studierenden anderer Fachschulen der technischen Hochschule oder der 
juridischen und medizinischen Fakultät gerade die für den Gegenstand 
taugliche Schulung in den mathematischen Disziplinen voraussetzen, 
hieße die tatsächlichen Verhältnisse und die Eigenart der Ausbildung 
durch andere Wissenszweige Übersehen. 

In Ansehung der Vorbildung jener Hörer des Versicherungs- 
kurses, welche das Studium fachgemäß betreiben, konnte mit Erfolg 
durch die Anordnung des Lehrstoffes, also insbesondere durch Vei> 
legung jener Abschnitte der Wissenschaft, in welchen wahrschein- 
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IV Vorwort. 

liclikeits-theoretiBche Vorkenntnisse nicht erforderlich sind, in das 
dritte Halbjahr, der übrigen Abschnitte in das vierte Halbjahr des 
Fachkurses Abhilfe getroffen werden, und zwar insbesondere darum, 
weil nach dem Studienplan der Versichenmgskurse der Wiener tech- 
nischen Hochschule und der philosophischen Fakultät der Wiener 
Universität für das dritte Halbjahr das Hören von Vorlesungen über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung vorgesehen ist. 

Die durch die Beteiligung der Hörer anderer Fachschulen bzw. 
Fakultäten bedingte Ungleichheit der Vorbildung zu überbrücken, 
schien jedoch als geeignetstes Mittel ein au die Vorlesungen sich eng 
anschlieBendes Lehrbuch. Damit wird dem Studierenden die Möglich- 
keit geboten, je nach dem Bedurfoisse bei Einzelheiten zu verweilen 
und — eventuell unter Heranziehung der im Anhange des Buches 
reproduzierten weiteren literarischen Behelfe — sich entsprechend zu 
vertiefen. 

Mit den die Entstehung veranlassenden Motiven dürften denn 
auch die Anordnui^ des Lehrstoffes sowie mancherlei anderweitige 
Eigentümlichkeiten des Buche.s ihre Erklärung finden. 

Wenngleich mit demselben ein Grundriß der gesamten Disziplin 
geboten werden soU, so ist darin doch zunächst dem Bedürfidsse des 
Versicherungsteehnikers, nicht aber in gleichem Maße dem des Be- 
völkeruugsstatistikers Rechnung getragen. 

Auch daß im Buche die wahrscheinlichkeits- theoretische Begrün- 
dung des Lebensversicherungswesens allenthalben in den Vordergrund 
gestellt und den mancherlei berechtigten Einwendungen in die unbe- 
dingte Geltung dieser Basis vielleicht nicht genügend Kaum gegeben 
wird, dürfte sich aus dem Zweck des Baches durchaus rechtfertigen 
lassen. Die darin festgehaltene, sich beim Verfolgen der Entwicke- 
lung der Wissenschaft zunächst darbietende Darstellungsmethode führt 
nnzweifelhaft zu größter Vertietiing. Andererseits kann aber auf jener 
Unterrichtsstufe, für welche das Buch bestimmt ist, nicht das volle 
Verständnis für Anfiassungsweisen der Grundlagen erwartet werden, 
welche sich in der Kegel erst bei eingehender Kenntnis der wahr- 
scheinlichkeits-theoretischen Basis und in auftnerksamster Verfolgung 
der statistischen Erscheinungen, also in der Praxis entwickeln können. 

Der Unterrichtsstufe tunlichst angepaßt erscheinen allenthalben 
auch die mathematischen Beweise der atatistischeu Probleme; dies- 
bezüghch glaubte ich, nicht immer den einwandfreieren, aber auch 
ein reiferes Urteil voraussetzenden Methoden der modernen Darstellung 
vor den herkömmlichen den Vorzug geben zu sollen. 
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Die Sterbliehkeitstafeln werden in systematischer Darstellungs- 
weise, demnach nicht, wie üblich, nach historischen Gesichtspunkten 
entwickelt. 

In einem einzigen Abschnitte, der Theorie der Ausgleichung, 
folgt das Buch nicht genau den Vorlesungen. Nachdem ich fiber den 
erwähnten Teil der Disziplin schon im Jahre 1893 eine für seine 
dermalige Entwickelung ziemlich umfassende Abhandlung in den Me- 
thoden der Ausgleichung von Masaenerscheinungen", Verlag von Alfred 
Holder in Wien, veröffentlicht hatte, emp&tnd ich das lebhafte Bedttrfiiis 
der Ausgestaltung und teil weisen Abänderung des Inhaltes dieses 
Werkes. Ich hoffe in dem erwähnten Abschnitte, wenn auch kein 
neues Ausgleichsverfahren, so doch eine wissenschaftliche Darstellnngs- 
form erbracht zu haben, welche der Entwickelung des darin behan- 
delten Problemes Vorschub zu leisten vermag. 

Schließlich erübrigt mir noch, allen Förderern des Buches, ins- 
besondere jedoch dem Institute of Actuaries in London für die Über- 
lassoDg der Cliches zu den Abbildungen der im Anhange behandelten 
Goreschen Zählmaschine, sowie der Vereinigten Telephon- und Tele- 
graphen-Fabriks-Aktien-Gesellschafl in Wien für die Ausfolgung der 
Negative zu den Bildern für die daselbst beschriebene elektrische 
Zählmaschine und endlich dem Verleger für die gediegene Ausstattung 
des Werkes zu danken. 

Wien, im Juni 1906. 

Ernst Blasehke. 
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Einleitung. 

Unter den Eigenschaften des Menschen und jenen Ändernden, 
welchen er im LebeneprozeBse unterliegt, lassen sich einige an jedem 
Individuom wahrnehmen, weil sie dem Menachen als solchem inhärent 
sind, während andere sich bei dem Einzelnen entweder nicht immer 
oder zumindest nicht immer in gleicher Intensität vorfinden und daher 
«ar Erforschung einer Mehrheit von Individuen, der Mensehenmassen 
oder der Gesellschaft bedürfen. Je nach diesen unterschieden sind 
die Erscheinungen am Menschen nicht nnr Gegenstand versdiiedener 
Wissenschaßen, sondern auch verschiedener Art der Forschung. Mit den 
ersteren beschäftigt sich unter anderen die Anthropologie, Anatomie, 
Physiologie, Psychologie, mit den letzteren die große Gruppe der 



Die Materie zu den letztgenannten Wissenschafteo sammelt die 
StatistiJc. Die dieser Wissenschaft; eigentümliche Forschungsmethode 
besteht darin, daß zunächst eine Crotbmg von Menscheo (ein Typus) 
durch gewisse charakteristische Merkmale definiert, die Zahl der In- 
dividuen dieses Typus festgestellt und sodann beobaditet wird, an wie 
vielen Individuen eine Eigenschaft oder Änderung bestimmter Art, 
«in Ergebnis, sich findet, um daraus endlich festzustellen, in welchem 
Maße die Einheit im Typus durch das Ergebnis getroffen wird (wie 
viele Ei^bnisse jeder Art anf die Einheit des Typus entMlen). 

Die Formen, in welchen die erwähnte Forschungsmethode benutzt 
wird, kennen überaus mannigfaltig sein. In der voUständig&i mtd 
direkten Methode strebt man aUe Individuen einer Merkmalgmppe 
zu erfassen und auf solchen Gesamtheiten die Zählungen aufzubauen. 
In den indirektai Methoden versucht man Eigenschaften, fOr welche 
— wie der Volkswohlstand und die Volksgesnndheit — ein direkter 
Maßstab nicht gegeben ist, durch statistische Erforschung anderer, 
ursächlich zugehöriger (oder symptomatiBcher) Eigenschaften, also 
abermals auf dem Wege der Zählung, festzuhalten. In den anvoll- 
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stÄnd^en Nähenmgsmethodea der ForBchung, den repräsentativm (ver- 
aichenmgBteclmiBclieii) nnd ttfpiscfisn Methoden, werden die Eigen- 
schaften äUer Individaen einer Merkmalgnippe entweder an einer wiU- 
kürlick herausgegriffenen Menge von Bepräsentanten oder an für typisch 
ertuMden Beispielen dieser Gesamtlieiten konstatiert. 

Welche Detailform der aUgemeiuen Forschnngsmethode jedoch 
gewählt wird, immer sind — wie ans den obigen Ändeutongen leicht 
erkannt werden kann — nicht nnr das Endresultat der Forschung, 
sondern auch die sämtlichen Operationen, welche zu diesem fCihren, 
quantitativer Natur und bedfirfen daher zur Darstellung nnd Fundie- 
rung der Mathematik. 

Aus der Summe der Anwendungen der letztgenannten Wissen- 
schaft auf die Statistik hat sich an engeres, geschlossenes Wissens- 
gebiet abgesondert. Die statistischen Ergebnisse werden viel&ch zum 
Vergleiche der Massen benätzt. Hierzu bedarf es gewisser Werte, 
welche sich bei Wiederholung der gleichen Voraussetzungen immer 
wieder finden, der stattstiachen Maßzahlen. Die Wissenschaft, welche 
sich mit der Erforschung der möglichen Arten von Maßzablen, ihrer 
numerist^ien Feststellung nnd Verwertung beschäftigt, ist die mathe- 
m<üisehe Statistik. 

Von dieser Definition kann man sofort zu einer Übersicht Über 
die Materie ond damit zu einer Eintmlung der mathematischen Sta- 
tistik gelangen. 

Die Genauigkeit der MaBzahlen ist wesentlich von der rich- 
tigen Bestimmung der Anzahl der Individuen der zugrunde liegenden 
Typen, der Gesamtheitett, bedingt. Der erste Abschnitt der Wissen- 
schaft, die Theorie der Gesamtheiten, beschäftigt sich daher vor 
allem mit der Art ihrer BesUmmung. Und weil der Aufwand an 
Arbeit bei der Feststellung der Gesamtheiten in der Regel außer- 
ordentlich groß ist und Theorie und Praxis übereinstimmend erwiesen 
haben, daß oftmals mehrere nach verschiedenen Begriffsbestimmungen 
gebildete und einen ganz verschiedenen Arbeitsaufwand erfordernde 
Gesamtheiten zu unmerklich verschiedenen MaBzahlen führen, so 
werden alle möghchen Gesamtheiten, welche bei der Bestimmong 
dersäben Maßeakl oder bei einer Maßzahlengruppe för die gleiche 
Erscheinung verwendet werden können, anzugeben sein. Selbstver- 
ständlich ist, daß die zwischen den Gesamtheiten bestehenden Be- 
ziehungen die Bildung und Verwendung der Maflzahlen zu fSrdern 
vermögen und daher gleichfalls zu' Behandlung gelangen müssen. 

Im gweiien Abschnitte, der Lehre von den Maßzahlen, werden die 
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Maße für die Eigenschaften and Ändemngen am Menschen festzu- 
stellen sein. Die Maßzahlen für die Ändenmgen sind natni^mäfi 
unbenannte (relatiTe oder intensive) Zahlen, weil sie die Zahl der 
Änderungen an der Einheit der Individuen während der Zeiteinheit 
angeben. Man nennt derartige Yerhältniszahlen vielfach Wahrschein- 
hchkeiten. Solche sind die Sterbenswahrscheinlichbeit, Invalidilnts- 
Wahrscheinlichkeit^ Wahrscheinlichkeit der Erkranknug, Heiratswahr- 
Bcheinlichkeit usw. Die Eigensehaßen der Menschen werden oftmals 
durch den auf die Einheit der Individuen entfinUenden Mittelwert der 
Eigenschaft festgehalten; beispielsweise die Verschiedenheit in der 
körperlichen Entwicklung der Völker durch die mittlere Leibeslänge, 
den mittleren Brustumfang, eventuell ein mittleres Körpergewicht; die 
Verschiedenheit in der Lebensdauer durch die mittlere Lebenslange. 
Solche Maßzahlen geben eine gewisse Menge von Millimetern, Kilo- 
grammen, Jahren au und sind daher benannte (absolute oder exten- 
sive) Maßzahlen. 

Übrigens besteht zwischen den beiderlei Erscheinungen vom sta- 
tistischen Standpunkte aus nur der Unterschied, daß die letzteren 
simultane, die ersteren sukzessive Änderungen an der Masse darstellen. 
Man kann daher von beiden Arten der Erscheinungeti als von Eigen- 
schaften der Masse sprechen. Beispielsweise wird der biologische 
Prozeß des Äbsterbens der Menschen durch das Maß der Sterblich- 
keit in den verschiedenen Altem verdeutlicht. Für die Maßzahlen 
folgt daraus, daß man die statistischen Ändemngen auch durch benannte 
Zahlen, die statistischen Eigenschaften auch durch unbenannte 2^ahlen 
auszudrucken vermiß. So sind die Maßzahlen für die Körperlänge einer 
Bevölkerung unbenannt, wenn tabellarisch angegeben wird, wie viele 
von 1000 beobachteten, erwachsenen Individuen bestimmter Alters- 
grenzen je eine bestimmte Anzahl von Millimetern besitzen. Umge- 
kehrt kann man aus einer Tabelle der Sterbenswabrscheinlichkeiten 
die mittlere Lebenslänge durch Rechnung finden. 

Daraus folgt nun, daß die beiden verschiedenen Qattnngen der 
Maßzahlen nebeneinander behandelt werden dürfen. Man bezeichnet 
auch die charakteristischen Merkmale, durch welche die Andemug des 
Menschen an der Einheit des Typus von der Greburt bis zum Tode 
festgehalten wird, vielfach als Enbwickelungseigenschaflen. 

Erfahrung hat femer gezeigt, daß man die statistischen Maß- 
zahlen und zwar sowohl die benannten, als die unbenannten Maße als 
Wahrscheinlichkeitsfunktionen, und zwar die unbenannten Maße als 
reine Wahrscheinlichkeiten, Mittelwerte oder endlich als Komplexe 
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von Wahrscheinlictikeit«!! und Mittelwerten mit konstanten und tot- 
änderlichen GrundverliältnisBen; die benannten MaSe als Fehlerfank- 
tionen anlassen kann. Die Art der Auffassung des Wesens der sta- 
tistischen Maßzahlen ist aber theoretisch und praktisch TOn größtem 
Belange. Im dritten Abschnitte, der Lehre von den statiBtischen Wahr- 
seheinlichkeiten, wird daher zu zeigen sein, welche Auffassungsweisen 
fSr die statistischen MaBzahlen bestehen und auf welche Tatsachen 
sich jede der Au^aaEnmgsweisen stützt. 

Endlich aber scheint es für den vollständigen Aufbau der Wissen- 
schaft unentbehrlich, darzustellen, welche Folgerungen ans der Natur 
der Maßzahlen gezogen werden können. 

In theoretischer Beziehung gelangt man zu einer gewissen An- 
schauungsweise über die Zusammensetzung der Gesamtheiten, femer 
zur Erklärung der statistischen Gesetze oder Regelmäßigkeiten; in prak- 
tischer Beziehung zur Erkenntnis der Grundlagen außerordentlich wich- 
tiger gesellschaftlicher Einrichtungen, der Versicherungsanstalten. Diese 
Folgerungen werden in zwei weiteren Abschnitten des Näheren erörtert. 

In der Lettre von den statistischen Ge^teen werden nämlich die 
verschiedenen Versuche besprochen, die Maßzahlen für die Änderungen 
derselben Art, jedoch verschiedener Entwicklungsphaseu (Alter) des 
Menschen logisch zu verknüpfen. 

In der Lehre von dm Anwendungen der statistischen MaßzcMen 
wird gezeigt, in welcher Art und mit welchem Rechte Schlüsse aus 
den Erfahrungen, sei es für den Vergleich simultaner oder zeitlich 
folgender Massenerscheiuungen zulässig sind. 

In einem letzten Äbsdinitte, der Theorie der Äusglachung, soll der 
Rüctwii'kung gedacht werden, welche die Einführung statistischer 
Gesetze auf die Bestimmung der Größe der statistischen Maßzahlen 
der einzelneu Alter (als wahrscheinlichster Werte von Wahrschein- 
lichkeiten) nehmen kann. 

Die bisherigen Erörterungen dürften einerseits den Beweis für 
den vollständig selbständigen Charakter der Wissenschaft, anderer- 
seits dafür erbracht haben, daß die mathematische Statistik als Wissen- 
schaft neben der Statistik bestehen könne. Die letztere hat die Zu- 
stände und Erscheinungen des gesellschaftlichen Lebens auf Grund 
der Beobachtungen au den Massen festzustellen; die erstere be- 
schäftigt sich mit den verläßlichen Hilfsmitteln dieser Feststellung. 
Die mathematische Statistik kann nur beanspruchen als Hilfswissen- 
schaft der Statistik, wie aller angewandten Wissenschaften dieser Dis- 
ziplin, angesehen zu werden. 
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Einleitung. 5 

Über die Stellung, welche der mathematiBclieii Statistik anter 
den GeBellBchafts Wissenschaften zukommt, bestehen in der Literstur 
keineswegs Übereiustimmende Ansichten. Über Inhalt und Zweck 
der Disziplin haben sich vielmehr vier Anschauungsweisen Geltung 
verschafiFt: 

1. Die Süßmilch- QueteletBche Anschauung. Nach diesen beiden 
Forschem liegen den Erscheinungen an den Menschenmassen ebenso 
unabänderliche Gesetze, wie den Erscheinungen im Gebiete der leb- 
losen Natur zugrunde. Nach SQßmilch wird die Gesetzmäßigkeit durch 
den göttlichen Willen, nach Quetelet durch die Existenz eines mensch- 
lichen Typus „des mittleren Menschen" erklärt. Das Endziel der Wissen- 
schaft bestehe in der Erkenntnis der Regelmäßigkeiten bezw. der 
Naturgesetze. Der Spezialfall der Statistik interessiere nur als Beleg. 
Die Statistik als Wissenschaft sei mit der mathematischen Statistik 
(der Physik der Gesellschaft) identisch. 

2. Zu den gleichen Endresultaten kommt der Loffiker Siegwart. 
Nach ihm hat alle Wissenschaft die Aufgabe, die genaue Kenntnis 
der Dinge zu vermitteln. Dieselbe sei angesichts der großen Anzahl 
der Forschungaobjekte nur durch Beffriffshüdung möglich. Die Statistik 
sei insofern Wissenschaft, als durch sie eine eigenartige Form der 
B^i;Ti£Esbildung angebahnt wird. Die Melkode der Statistik könne 
nicht nur auf die biologischen und somatologiscbea Erkenntnisse Über 
den Menschen, sondern im Bereiche der gesamten Naturwissenschaften 
Anwendung finden und brauche auch bei den Erscheinungen, welche 
durch den nach Motiven handelnden Menschen veranlaßt werden, nicht 
halt zu machen. 

3. Georg v. Mayr nennt die mathematische Statistik (in seiner 
Statistik und Gesellschaftslehre) jene Abzweigung der statistischen 
Wissenschaft, in welcher die mathematische Veranschaulichimg sta- 
tistischer Probleme und die Heranziehung von Berechnungen zur Kritik 
statistischer Ei^ebniase, sowie zur Gewinnung weiterer Aufschlüsse 
aus den elementaren Zäblungsergebnissen in den Vordergrund tritt. 
Bei der Entwicklung ihres Frogramnjes unterscheidet Mayr 5 Kapitel: 
Die theoretische Veranschaulichung statistischer Probleme durch mathe- 
matische Formeln und diesen entsprechende graphische Darstellui^^ni 
die Interpolation von Resultaten; die geometrische Repräsentation 
statistischer Gesetze; die politische Arithmetik; die Auslese von Massen- 
erscheinungen mit Wahrscheinlichkeitscharakter. Tat^chlich dürfte 
sich auch unter diesem Programm die mathematische Statistik voll- 
ständig behandeln lassen. Dem Programme fehlt jedoch die Ver- 
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knüpfimg der ErkenutniBBe durch ein gemeinsames (oberst«s) Prinzip, 
und damit geht selbstrerstäiidlich der Charakter der Wissenschaft verloren. 

4. Zum VerBtändnis der Auffassung von Lexis (AbhaudluiigeD zur 
Theorie der BeTÖlkerungsstatistik) müssen einige allgemeinere Bemer- 
kungen vorausgeschickt werden. Die Form jeder WisBenschaft ist nichts 
anderes als das Verfahren, nach welchem die Materie je nach der Zn-7 
sammeugehörigkeit aneinander gereiht wird. Diese Aneinanderreihung 
hat zunächst nur logische Bedeutung. Eine der Wissenschaft adäguate 
Anschauungsform besteht dann, wenn den logischen Verknüpfungen 
auch eine gewisse reale Bedeutung ffir die Beziehungen der Dinge 
selbst beigelegt werden kann. Bei den Naturwissenschaften gelingt dies 
nur insofern, als die komplizierten Erscheinungen in die einfacheren 
zerlegt werden. Die Einführung des Begriffes der Kraft oder der 
Ursache leistet für die Aufhellung des Wesens der Erscheinnngen 
nichts; vielmehr sind die fundamentalen Differentialgleichungeu der 
Mechanik die Ausgangsformeln aller Erscheinungen. 6anz anders die 
Geeellsch aftswissenschaften. 

Unter den sozialen Erscheinungen gibt es einige von rein natur- 
wissenschaftlichem Charakter, andere, welche vom Menschen als einem 
nach Motiven handelnden Objekte ausgehen. Die ersteren verm^ man 
wieder nur nach dem Schema der NaturwisseuBchaften zu behandeln, 
und die Wissenschaft, welche sich mit ihnen beschäftigt, ist die 
Statistik Sie bat objektiv und zahlenmäßig das relativ Stetige und 
Typische im Bestände und den Vemidemngen der menschlichen Er- 
scheinungen zu konstatieren. 

Die theoretisch vollkommenste Verhältniszahl ist die Wahr- 
scheinlichkeit und so ist auch die höchste wissenschaftliche Form, in 
welcher die Statistik den Stoff fassen kann, die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, ffach Lexis ist die mathematische Statistik: die Statistih 
der sozialen Erscheinungen von natarwissensckafüichem Charakter in 
ihrer adäquatesten Form. 

Die mathematische Statistik habe keinen Bezug zu den sozialen 
Wissenschaften der zweiten Art. Die Erkenntnisse dieser können 
nach einem höheren Schema, dem Eausalitätsgesetze, geordnet werden, 
weil wir für die Motive der menschlichen Handlungen, den Eigennutz, 
das Ideal usf. ein unmittelbares Verständnis haben. Ob hier (hei 
den generischen Massenerscheinungen) konstante Verhältnisse oder 
gar Wahrscheinlichkeiten vorkommen, würde nur insofern von Inter- 
esse sein, als damit auch die Konstanz der Motive nachgewiesen 
werden könnte. Etwaige statistische Erhebungen in Ansehung 
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ilieMr WisBenschaften \iahea bloß die Bedeutung der Kontrolle der 
Speknlation. 

Die Leziescbe Definition geht rUckeichtlich der statistischen Er- 
scheinnngen selbetrersländlicb weit über den Rahmen der der Wissen- 
schtdt in diesem Buche gezogeneu Grenzen hinaus. 

Nicht QberflBBsig scheint es, einiges über den Namen der Wissen- 
Schaft an dieser Stelle anzufügen. Derselbe wird erstmalig in 
mehreren, fast gleichzeitigen Publikationen verschiedeaen Inhalts ge- 
braacht. 

Wittslmn leitet in seiner Mathematischen Statistik (1868) oder 
„wie ein Mathematiker vielleicbt lieber sagen würde, analytischen 
Statistik" einige Lehrsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung ab, nach 
welchen sich aus einem wahrscheinlichen, zusammengesetzten Ereignis 
auf die zugrunde liegende Wahrscheiiiliehkeit und den Fehler der 
Bestimmung, sowie ans den einem solchen Ereignis zugrunde liegen- 
den WabrscheinlicbkeiteD auf die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 
und des Fehlers schließen laßt. Die Existenz von Beziehungen zwi- 
schen wahracheinlichen und statistischen Ereignissen wird nicht nach- 
gewiesen. 

Zeuner nimmt den Namen „Abhandlungen aus der mathematischen 
Statistik^ (1870) fQr die Probleme der Abgrenzung und Verwertung 
der statistischen Gesamtheiten in Anspruch. 

In der neuesten Zeit hat Cmber in seiner „Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und ihre Anwendui^en auf Fehlerausgleichnng, Statistik 
und Lebensversicherung" (1903) den Namen der mathematischen Sta- 
tistik itir das ganze, in diesem Buche behandelte Wissensgebiet ver- 
wendet. 

Im allgemeinen scheint jedoch der Name aus der Literatur wieder 
zu verschwinden. 

Westergaard hat in seiner Theorie der StaHsHk (1890) eine Lehre 
der statistischen Maßzahlen (abgesehen von der Lehre der Gesamt- 
heiten und der Darstellung der Maßzahlen) verSffentlicht. 

BortJäetmce hat in den „Critiachen Betrachtungen der theore- 
tischen Statistik" die Behandlungsf ahigkeit statistischer Probleme durch 
die Wahrscheinlichkeitslehre erörtert und die Probleme, welche im vor- 
liegenden Buche als mathematische Statistik bezeichnet werden, in der 
Enzyklopädie der Mathematischen Wissenschaften als „Anwendungen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Statistik" erscheinen lassen, 
obgleich die Probleme aus der Theorie der GFesamtheiten mit der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung nichts zu tun haben. 
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Einen eigeDtümliohen Namen bat Fechner für die ron ihm be- 
handelte Theorie der extensiven atatietischen Maßzahlen elngefahrt. 
Er hat dieselbe als KollektiTmaßlehre bezeichnet. Mit dem Titel 
-sollte auf die Anwendbarkeit der behandelten Lehrsätze aaf Massen- 
erscheinangen hingewiesen werden, welche ebensowohl den Gtesell- 
achaftswissenscbaften, als der Anthropologie, der Zoologie, der Bo- 
tanik, Meteorologie oder Artistik angehören. 

In neuester Zeit hat Lexis in seiner Demographie und Demo- 
logie (1903) die sämtlichen Probleme der mathematischen Statistik 
berührt. 

Der Xame der mathematischen Statistik ist zwar in der Be- 
ziehung vielleicht nicht genug prägnant, als derselbe im weitesten 
Sinne allen Anwendnngen der Mathematik im Qebiete der Statistik 
(also Erörtenmgen tiber die Bildung von TerlüUtniszahlen, über die 
Proportionslehre und die Oesellschaftsreclmung) beigelegt werden kann. 
Statt desselben wäre Tielleicht besser der Name „die Lehre von den 
statistischen Maßzahlen" einzufahren. Für die ältere Bezeichnungs- 
weise spricht der Umstand, daß in den sn den Vereieherungsknrsen der 
Universitäten von Göttingen und Wien seit dem Studienjahre 1895/96 
und der technischen Hochschule in Wien seit dem Studienjahre 1894/9& 
abgehalteneu Vorlesungen über mathematische Statistik diu oben de6- 
oierte Wissensgebiet behandelt wird. 
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Erster Abschnitt. 
Die Lehre t«b den statlstisclieii Gesamtheiten. 

§ 1. Die Merkmale der Oeaamthelteii. Wie aus den ein- 
leitenden Bemerkungen herrorgelit, erfolgt im Gebiete der Statistik 
die Einteilung der Mengen von Individuen zu dem Zwecke, um die 
Eigenschaften oder solclie ÄnderoDgea derselben zu beobachten, welche 
unter gleichen VerhältniBsen stets wiederkehren, also typisches Gepräge 
haben. 

Alle Individuen, an welchen die gleiche Eigenschaft oder Ände- 
rung beobachtet werden kann, nennt man eine Gesamiheit. 

Die Eigenschaften und Änderungen an der Masse werden stets 
mit gewissen äußeren Merkmalen in Beziehung gesetzt Die Erfahrung 
hat beispielsweise gezeigt, daß sich die Sterbens-, Invaliditäts-, Er- 
kronkungs- und Heirats-Wahrscheinlichkeit ändert, wenn sich das Alter, 
das Geschlecht, die sozialen TerlüJtnisse ändern. Man kann somit 
auch die Gesamtheiten als von Merkmal&i abhängige Größen auf- 
fassen. 

Statistische Gesamtheiten sind darnach auch die Summen der Indi- 
viduen gleicher Merkm^e. 

Aus diesen Darlegungen sind zwei Folgerungen ableitbar: 

1. Die Individuen können je nach den zn beobachtenden Eigen- 
schaften und Änderungen in verschiedenster Art zusammengefaßt 
werden; soll jedoch eine Gesamtheit statistische Bedeutung erlangen, 
dann muß sie zn einem erheblichen Ergebnisse in Beziehung stehen. 
Was nun als erheblich zu gelten hat, dürfte im allgemeinen schwer 
festzustellen sein; vom Standpunkte der Gesellschaftswissenschaften 
sind alle Erscheinungen an der Masse erheblich, welche auf den Be- 
stand, die Änderungen in diesem und die Zusammensetzung der Be- 
völkerung, deren Vermögens- und Erwerbsverhältnisse Einfluß ndmien. 

2. Die Merkmale sind die Elemente der Gesamtheiten. Die Lehre 
von den Gesamtheiten wird daher zunächst von ihnen ausgehen müssen 
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and erst nacli ChorakteriBtib derselben zur Einteilimg und Behaud- 
lang der GteBamtheiteii gelangen können. 

Dies Toransges duckt, wird zmüchst von den Merkmalen folgendes 
bemerkt. Mit Beziehung auf die Ctesamtheiten werden die Merkmale 
Tiel&cb als Ursachen l>eaeiclmet. SelbBtrerständlich haben dieselben 
mit denen der Naturwissenscbaften nichts gemein; ftns einem TJrsacben- 
schema der Statistik kann a priori kein Resultat, nicht einmal die 
Erkenntnis abgeleitet werden, daß dasselbe Ursachenschema immer 
zum gleichen Resultate führen müße. Ein ürsachenschema, das er- 
fahrungsgemäß diese Bedingung erfüllt, soll als ein vdüiStändiges be- 
zeichnet werden. 

Zur Eifit^ltmg der Ursachen ist auszuföhren: 
Es gibt Ursachen, welche die sämtlichen, in Betracht kommenden 
Individuen in eine endliche und solch^ welche sie in eine unendliche 
Anzahl von Gruppen teilen. Zu den ersteren gehört das Öeschlecbt, 
die Kasse, der ÄufenthaltBort; zu den letzteren das Älter, die Geburts- 
zeit, (bei den Sterbenswahrscheinlichkeiten Versicherter) die Yersiche- 
mngsdauer, (bei den Invaliditätswahrscheinlichkeiten) die Bemfsdauer, 
(bei den luTaliditätssterbenswahrscheinlichkeiten) die Zeit nach Ein- 
tritt der InTBÜdität. Die ersteren sollen als dishmtinuierlü^, die letz- 
teren als hmUnuierliche Ursachen bezeichnet werden. 

Es gibt Ursachen, deren Zugehörigkeit zu einer dieser beiden 
Gruppen zweifelhaft ist. So scheint es, daß die unendliche Mannig- 
faltigkeit der sozialen Verhältnisse diese unter die Gruppe der konti- 
nuierlichen Ursachen reiht; wegen der Schwierigkeit der Charakteristik 
derselben begnügt man sich jedoch bei allen Untersuchungen mit 
Unterscheidungen nach wenigen Gruppen und klassifiziert diese nach 
den Einkommensverhältnissen, Berufen, Wohuungsverbältnissen usw. 
Die Statistik fordert für die Bestimmung der Maßzahlen in der 
Mehrzahl der Fälle Gesamtheiten von unendlich großer {stetig wach- 
sender) Anzahl der Beobachtungselemente (der Individuen der Ge- 
samtheiten). Die diskontinuierlichen Merkmale bieten kein Hinder- 
nis fOr die Erfüllung dieser Forderung. Dagegen ist die Eonstatie- 
rung von Gesamtheiten mit einer endlichen oder gar unendlich großen 
Anzahl TOn Individuen beim Vorhandensein von einer oder mehreren 
kontinuierlichen Ursachen unmöglich, weil die Teilung einer noch 
80 großen, jedoch endlichen Anzahl von Individuen nach unendlich 
differenzierten Merkmalen für jeden einzelnen Wert des Merkmales zu 
einer (»mendlich) kleinen Zahl von Individuen führen muß. 



Digitiz 
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S 2. Die Maßzahlen fOr genuBohte Qualitäten (die StetbUchkeitsiifFer). 11 

Es gibt zweierlei Mittel, den hiedorch erwacbBecden Schwierig- 
keiten der Beobachtung zu begegnen: 

a) Das Maß wird einschließü^ der Änderung der Qualität infolge 
der Änderung der kontinuierlich wirkenden Ursache, also an einer 
gemischten Qualität festgesetzt; 

b) mui macht von der Erfahrung Gebrauch, daß sich — a&- 
gesehen vom Zeil^nkte des Eingreifens der Ursache — die MaBzahlen 
bei kleinen Unterschieden der Merkmale nur wenig ändern und be- 
handelt Individuen mit geringen Unterschieden der Qualität als Indi- 
Tidueu gleicher Qualität. 

Die ForschimgBmethode nimmt BelbBtTerBtändlich einen wesent- 
lichen Einfluß auf die Qualität der Ergebnisse. 

§ 2. Die Mafizahlm fOr guniaoht« Qnalltftten (die Sterb- 
llohkeltszlffer). MaBzahlen, in welchen die Änderung der Qualität in- 
folge Änderung einer kontinuierlich wirkenden Ursache mitbeobachtet 
wird, sind die sogenannten statiBtischen „Ziffern" wie die SterblichkeitS-, 
Invaliditäts-, Beirats-, Geburtenziffer usw. Die für die BtatistiBchen 
Ziffern im allgemeinen geltenden Erwi^ngen können stets in Ana- 
logie mit den Erörterungen über die Sterblichkeitsziffer, deren Kon- 
statierung und Zweck erfolgen. Es soU demnach zut^hst von der 
letzteren die fi«de sein. 

Die Sterhli^heitszi/fer gibt die Anzahl der von einer Einheit von 
Lebenden (also von einem, hundert, tausend Lebenden) in der Zeit- 
einheit Sterbenden, wenn die Lebenden ohne Unterschied des Alters 
in Beobachtung gezogen werden. Bezeichnen somit Ij^, l^, l^, ..., l^ 
die Lebenden der einzelnen Älter zu Beginn eines Jahres, t^, t^,t^, ...,t^ 
die daraus im Laufe eines Jahres Sterbenden, dann ist die (auf einen 
Lebenden bezogene) Sterblichkeiteziffer 

^ '. + '. + '. + ■■■ + '« ^^^ 

Trotz der allgemeinen Verwendung dieser Ziffer für die Charakteristik 
der Bevölkerungs Verhältnisse, ist sie von vielen Statistikern als wert- 
los bezeichnet worden, weil hierauf nicht nur die Sterblichkeit, sondern 
auch die Ältersverteilimg der Bevölkerung Einfluß nimmt, durch sie 
demnach weder die eine noch die andere Ursache charakteHsiert wird. 
Eine in starker Zunahme b^riffene Bevölkerung (deren jüngere Alters- 
gruppen entsprechend viele Individuen aufweisen) kann auch bei 
hoher Sterblichkeit die gleiche Sterblichkeitsziffer wie eine Bevölke- 
rung geringer Sterblichkeit ei^ben, sofern nur in der letzteren die 
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12 1< Die Lehie tou den statiatUclieii QeaBjntheiten, 

höheren Altersklaesen entsprechend besetzt sind. Insbesondere für 
den Vergleich der Bevölkerung Terschiedener Serufskreise ist sie nn- 
tanglioh. Harald Westei^^aard gibt in seiner Lehre Ton der Iforta- 
lität und Morbilität (2. Auflage, Jena 1901) das folgende, ans der 
engl, offiziellen Statistik gewählte Beispiel (Supplements to the thirt^ 
fiftb annual Report of the R^istrar-General of Births, Deaths and 
Marri^es in England, London 1875). 
£b kamen bei 







GeiBtlichen 




Eisenbohnbeamton 




auf Lebende 


TodeaftUe 




TodeuftUe 


im Alter 






Im ganzan 


Labendg 




im gmiuen 


■ntlOOO 


26-36 


1S839 




62 


5 


64446 


787 


12 


36—45 


14811 




98 


6 


87876 


6B7 


16 


46-66 


1SGS9 




166 


18 


17849 


384 


SS 


66—65 


100S6 




229 


23 


6406 


260 


41 


65—75 


5S67 




279 


52 


1678 


119 


71 




1804 




271 


150 


258 


68 


206 



Die (auf 1000 Lebende bezogene) Sterblichkeitsziffer der Geistlichen 
beträgt sohin 19, die der Eisenbahnbeamten 17. Die sehr bemerkens- 
werte Tatsache, daS die Sterblichkeitsziffer der Geistlichen größer er- 
scheint, als die der Eisenbahnbeamten, ist unzweifelhaft eine notwendige 
Folge der stärkeren Besetzung der jOngeren Altersklassen der letzteren. 
Würde man daher die Altersverteilnng bei Eisenbahnbeamten in Ana- 
logie der Altersverteilung der Geistlichen wählen, somit die Toten- 
zahlen der Altersgruppe 25—35 als 13339 ■ 0,012 = 160, die der Alters- 
gruppe 35 — 45 als 14811 0,015 =- 222 setzen usf, so erhielte man 
^s Gesamtsumme der Toten 1822 oder als Sterblicbkeitsziffer 31. — 

Der Statistiker Eörösi hat daher behufs Bildung eines für den 
Vergleich der Sterblichkeit in Terschiedenen Ländern brauchbaren Maß- 
stabes die Annahme einer Bevölkerung Ton bestimmter AltersTerteilung 
(eines Standard) m Vorschl^ gebracht. 

Seien, wie oben, die beobachteten Lebenden l^, \, %,■■-, l,, die 
Toten ^, ^) ^, ■ ■ •, 'b ^"^"^ ^«t Kj ^j- ■ 1 ^n ^^^ Standard, dann ist 
offenbar die Sterblichkeitsziffer nach dem Standard 

^ = [Ao ^ -l- A, ^ + A, ^ -H ■ ■ ■ + A, y : Ai + A, + ■ ■ . + A,. 

Aber auch die Ei^ebnisse aus der Annahme einer Standardbevölkerung 
mfissen mit großer Vorsicht beurteilt werden. 

Es ^t sich nämlich nachweisen, daß je nach dem Standard die 
Größenverhältnisse unter den Sterblichkeitsziffem wechseln können. 
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a. Die MaSzahlen für gemischte Qualitäten (die SterblichkeitszifFer). 13 

Zu dieaem Behafe braucht man cur die Sterblichkeitsziffier für eine 
Menschenmasse von zwei ÄltereklaBsen zu suchen. Sind die Sterbens- 
Trahrschelnlichkeiten dieser beiden ÄltersklasBen in einem Lande w^ 
und m^; in einem zweiten Lande w^' und w,' und die StandardbevÖl- 
kerung in einem Falle A, and Aj; in einem zweiten Falle A^' und A,', 
dann erhält man als Sterblichkeitsziäem fär den ersten Standard: 

flodann fSr den zweiten Standard 

"■- VH-V °'"' 1^- V + V • 
Als Differenz der Sterblichkeitsziffem resultiert für den ersten Standard 



'^' ^ 1. +1. 1+4 

sofern man für j* — 9, für (c^ — w,' — ^^, und für w, — w,' = 4, ein- 
setzt. Analog und bei der Annahme, d^ p — g', erhält man für den 
zweiten Staudard 

Aus disBen Gleichungen folgt, daß 

Ih-fi^f^i.' - IH wenn q (*, - d,) ^ g' {d^ — tfi) 

und hieraus ergeben sieb die nachfolgenden Sätze: 

1, JA, — fij ist ebenso groß wie n^' — ^ wenn dj = d,. Die 
Differenzen zwischen den Sterblichkeitsziffem bleiben bei jedem be- 
liebigen Stuidard konstant, wenn die Unterschiede der Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten gleicher Alter für die Terschiedenen Länder gleich 
sind. Sofeme jedoch d, tou d, sich um (/ unterscheidet, ist für posi- 
tive p, d. h. wenn die Sterbenswahrscheinlichkeiten der Tafel der 
rascher ansteigenden SterblichkeitsmaBe mit iß^, m', bezeichnet werden, 

2. fti — ;*) ^ ^i' — ^j' wenn q^^- Es sind daher die Größen- 

Terhältnisse der Sterblichkeitsziffem ganz von der Besetzung der Alter 
im Standard abhängig. Beispielsweise kommt der Unterschied der 
Sterblichkeitsziffem in zwei Berölkerungen mit der Sterblichkeit von 
0,01 in der unteren, mit 0,04 in der oberen Altersklasse der ersten; 
mit der Sterblichkeit von 0,01 ia der unteren, mit 0,02 in der oberen 
AltßFsklaase der zweiten Bevölkerung je nach dem Standard, wie folgt, 
zum Ausdrucke: 
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14 I- Die Lehie von den statiBtiachen GeBamtheiteD. 

Standard SterblicbkeitBziffer in der BevOlkeiung ünterBchied 

1 2 

1000 —900 0,02421 0,01474 0,00947 

1000 — 100 0,01278 0,01091 0,00182 

1000 10 0,01080 0,01010 0,00020 

Daraus ergibt sich der folgende Belbstverständliche Satz: Je 
rascher der Standard abfäUt, desto schwädier wirkt das Ansteigmi der 
SterblichkeU in den oberen Alt^släassen auf die Sierblidiheitsei/fer ein. 
Für eine hmstante ÄU^sbeseteung kommt diese Ziffer dem Mtttd aller 
Wahrscheinlichkeit&t (ohne Kflcksicht auf die Gewichte) gleich. Diesem 
Übelstande des Standard sncht man durch TeOung der Äbstetbeordnung 
in mehrere Gruppen ron Ältersklaseea (beispielBweiee in die Alters- 
klassen 0—1, 1—20, 20—40, 40—60, 60 und darüber) zu begegnen, 
hei denen naturgemäß die Abweichungen im Standard geringer sein 
mfissen, wie immer auch die diesem zugrunde liegende BeTÖlkerung 
zusammengesetzt sein mi^ (Beschlüsse der Bemer Session des iater- 
nationalen statistischen Institutes). 

Die Besetzung der einzelnen Alter mit Individuen (die Alters- 
verteilung) hängt außer von der Sterblichkeit noch von der Geburten- 
frequenz und den Wanderungen ab. Zu einer von den beiden letzteren 
Ursachen unabhängigen Altersverteiluug gelangt man, wram man ans 
den für jedes Alter gefundenen Sterbenswahrscheinlichkeiten eine Ab- 
sterbeordnung (die Sterblichkeitstafel einer stationären Bevölkerung) 
herstellt. Die hieraus ermittelte Sterblichkeitsziffer ist lediglich ein 
Maß für die Sterblichkeit und, wie man leicht erkennt, der reziproke 
Wert der mittleren Lebensdauer.*') 

Diese letztere Endet sich tatsächlich bei allen Sterbetafeln an- 
gegeben. Gemäß den Beobachtimgen aber englische Versicherte 
fQr einfache Kapitalversicherungen auf den Todesfall mit Gewinn, 



1) Bezeichnet man die Sterbens wabracbeinlicbkeiten der anfeinauder folgenden 
Alter mit u>,, to,, w,, . . ., w^; die Lebenden des Alters mit L^, die Lebenden 
deB Altera k mit ij= i, (1 — m'J(J — w,)- ■ ■ {l — «'j_j), so wäre die Sterb- 
licbkeitadffet 

fi = (L,w, + i, w. + i,tt, -H ■ ■ ■ + i^u-J : (Lo + i, -i- i. + ■ ■ ■ + ij. 
oder nachdem die Gesamtaamme der vom jOngsten bis ins hOchate Alter Ster- 
benden £. iat 

, (t = i„ : (£, -I- A + i. + • - ■ J^J. 

nährend eich die mittlere Lebenadanei mit 



(i, + i, + A + ■ • • + ij • i. 
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% S. Die £nderungea der Haflzahlen fOr kleine ünteischiede des Merkm&lei. 15 

A^p-egattafeln ftlr Mgnner (1863—1893), ergaben aich vom Alter 
aufwärts 7 056863 Lebende und 140889 Todesfälle, sofain fQr ein 
Individaum eine Sterbliclikeitszifrer von 0,020. Der reziproke Wert 
der mittleren Lebensdauer von 50,65 ist gleichfalls 0,020. 



§ 8. Die Andenmgen der MaBzahlen für kleine Unter- 
sohlede des Herkmales. Es gilt in der Statistik als ein allge- 
meiner Er&brangssatz, daß eicfa die sämtlicfaeii statistischen Maßzafalen 
mit geringen Änderungen der TJrascfaen, abgesefaen vom Zeitpunkte 
des Eingreifens derselben, selbst nar wenig ändern. Insbesondere 
bedient man sich bei allen statistischen Schlüssen der folgendea 



a) die Ändenrngeu der Sterbenswahrscheinlichkeiten sind inner- 
halb geringer Änderungen der Beobachtongszeit nor gering, doch ist 
bisher eine stete Abnahme der Sterblichkeit zn Terzeichnen. 

Beispielsweise betrag die Sterbenswahrseheinlichkeit pro 1000 
Beobachtungen in Schweden (nach Harald Westergaard, Lehre von 
der Mortalität und Morbihlät, wie oben): 







fflr Männer 


in den Jahren 
















1881—90 





179,7 


165,8 


167,4 


U9,8 


140,6 


120 




47,9 


88,6 


46,8 


4»,0 


40,7 


86,9 


5 


10,9 


11,3 


16,6 


13,6 


12,2 


10,8 


10 


6,1 


4,' 


6,4 


5,3 


6,2 


*,' 


40 


16,1 


14,2 


18,7 


11,6 


10,2 


8;3 


70 


80,4 


77,8 


72,8 


70,7 


61,4 


62,6 


86 


269,0 


299,8 


232,4 


243,6 


222,3 


209,2 



im Alter 




fSr Frauen 


in den Jahren 






1816—40 


1341—60 


1861-60 


1861-70 


1871—80 


1881—90 





164,9 


140,6 


184,4 


128,2 


119,8 


100,6 


1 


48,2 


86,9 


42,4 


46,9 


88,8 


38,6 


6 


10,6 


9,» 


16,~ 


1S,8 


11,7 


10,6 


10 


6,2 


*.T 


6,8 


6,1 


4,9 


4,« 


40 






10,6 


9,8 


8,9 


8,1 








es,3 


60,4 


61,7 


46,6 


86 


289.7 


241,6 


aia,6 


211,6 


191,7 


181,7 



Die Wahrnehmungen für Schweden werden durch analoge Wahr- 
nehmungen für andere Länder bestätigt Er starben von 1000 Per- 
sonen jährlich: 
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I. Die Lehre von den etatiatischea fleaamtheiteii. 





innerhalb der Periode 1871—80 


innerhalb der Periode 1881—90 


Land 








im 


Alter 










5—10 


20-26 


40—45 


70-75 


5- 10 


20-26 


40—46 


70-75 


Italien 


1H4 


96 


129 


831 


108 


88 


109 


826 


Frankreich 


67 


84 


118 


768 


6! 


76 


120 


766 


Schweiz 


63 


80 


180 


984 


64 


70 


127 


931 


Belgien 
HoUand 


76 


80 


114 


887 


52 


70 


114 


788 


79 


65 


118 


797 


64 


66 


109 


694 


Pienfien 


05 


76 


189 


882 




65 


127 


85S 


Schottland 


86 




1S9 


706 


66 


74 


m 


672 


Schweden 


85 


62 


98 


659 


77 


59 


S8 


687 


Norwegen 


65 


74 


96 


Ö63 


78 


77 


86 


466 


Dänemark 


83 


70 


104 


788 


72 


66 


04 


619 


Finland 


93 


70 


103 


850 


98 


70 


107 


784 



Ee betrug die Sterblichkeit unter den VeraicherteB von Gotha 
(Die Keform des Rechaongewesens der Gothaer Lebensrersichenings- 
bank a./G. 1903) Tom 6. and höheren Versicherungsjahren an Männern 
mit Versicherung auf Lebenszeit in den nachstehenden Zeitperiodeo 
und dem Zugange aus derselben Versicherungsperiode (III. Teil 
p. 126, 127): 



Alter 


1829-1868 


1852—1867 


1867— leai 


1881—1896 


81—86 


0,96 


0,58 


0,68 


0,61 


36—40 


1,04 


1,07 


0,76 


0,66 


41—45 


1,17 


1,03 


0,96 


0,84 


46—60 


1.61 


1,26 


1,24 


1,26 


61—66 


1,89 


1,72 




1,81 


66^00 


2,87 


2,63 


2,61 


2,34 


61—66 


4,86 


4,88 






66—70 


6,41 




6,01 


4,61 


71-76 


9,49 


5,26 


11,92 


10,36 



b) Die Änderungen der Dienstunfähigkeitsziffem sind innerhalb 
geringer Änderungen der Beobachtungszeit nur gering, doch ist bisher 
eine stete Ztmabme zu verzeichnen. Es betr^ die Zahl der Invali- 
ditätsfalle für 1000 Beobachtungen während der Beobachtungajahre 





1877—1886 1885—1889 


1877—1886 1 1885—1889 


AltersklMse 


bei dem Nichtfahrpereonal 


bei dem Fahrpersonal 






46—60 


11,4 


12,6 


16,6 


19,6 


61—50 


22,0 


24,9 


82,7 


36,7 




41,5 


62,8 




68,2 


61—65 


86,3 


106,9 


111,8 


161,4 


66—70 


146,7 


169,8 


149,5 


231,9 


71—76 


227,4 


239,8 


821,8 


331,1 


76—80 


248,7 


271,6 


806,7 


1000,— 
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§ S. Die Äadenmgen der UaSzahlen füc kleine XTntencIiiede dea Merkmales. 17 

fOr österreidtisehe Sergarbeiter (Beiblatt za den amtlichen Nachricliteii 
des Ministerinme des Innern betreffend die UnftJl- und Kranken- 
Tersicherung): 





in der Beobacbtongsperiode 




1886-1888 


1890—1893 


18B4— 1897 


30 


1,9 


2,6 


3,1 


36 


4,0 


3,0 


8,4 


40 


7,9 


8,1 


13,0 


46 


16,8 


18,6 


26,1 


60 


28,2 


45,6 


63,- 


56 


62,3 






SO 


117,— 


144,- 


129,- 



c) Die Änderangen der Sterbenswahrscbeinliclikeiten sind (mit 
Ausniüime der Änderungen in den Altem Null und Eins) fdr geringe 
Altersunterschiede nur gering. Es sterben von 1000 männlicLen 
Personen innerhalb eines Jahres 



im Alter 


nach den Beobach- 

tnngen der Ootbaei 

Lebens Tersicbe- 

mngsbank 


nach der Sterbe- 
tafel der 4 franz. 


nach der 
deatochen 
Bentoertafel 


nach der Sterbe- 
tafel fOrSachaeu 
1880/86/90 


80 
31 

60 
Gl 

70 
71 

90 
91 


4,49 
4,65 

14,86 
15,49 

70,88 
76,75 

346,74 
375,66 


6,77 
6,99 

16,32 
17,35 

69,64 
75,70 

280,92 
300,96 


6,70 
6,40 

16,60 
16,60 

63,80 
69,80 

337,60 
381,80 


7,96 
8,39 

19,43 

22,94 

76,80 

96,09 



Wegen der bedeutenden Yariation der Sterblichkeit im Jahre 
der Geburt pflegt man hierfür die Beobachtungen mouatweise anza- 
stellen. Nach den Berechnungen Harald Westei^aards über die Sterb- 
lichkeit in Berlin sterben von 100000 Kindern des betreffenden Lebens- 
alters täglich (ausgeglichene Zahlenreihe): 

im 1. Lebensmonat 221 im 7, Lebensmonat 66 



d) Die Änderui^n der Sterbenswabrscheinlichkeiten Versicherter 
sind (mit Ausnahme der Änderungen im 1. — 6. Versicherungsjahx) fttr 
geringe Yersicherungsdauem nur gering. Es betrug die 1000£ache 



Dstbsmiitigcbe SUtiitik. 
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I. Die Lebre von den itatiRtiBchen Oeaamtheiten. 



Sterbeoiwalirscliemliclikeit VerBicberter (Einfache EapiMversiclienu^ 
auf den Äblebens&U mit Anteihiahnie am Gewinn Bür Männer nach 
den TJnteisnchnngen von engÜBchen Gesellschaften 1S63 — 1893) 

il im Jahre nach Abschluß der Yersiclienine 

-- »"— II ('II 

-8 3— i 4—6 5-6 I 6- 



6,61 6,42 
12,87 ia,9S 
II 21,48 BT,60 80,76 



7,06 
15,08 
30,36 



7,81 6,62 I i 
14,89 16,96 I 14,18 17,40 

46,68 I 48,74 | 39,18 49,30 



Aqb dem Materiale der Tafel der 20 ei^lischen GeBellschaften 
leitet man als Sterblichkeitsprozentsätze der nachfolgenden, in Jahren 
ansgedrfickten Vertr^pperioden ab: 



im Alter 


0—1 


1—4 


: 10 und 
^ " anfwärto 


„1-r mth»lt™ 


85-39 
50—64 
65—69 


0,43 
0,66 
1,42 


0,88 
1,28 
3,63 


1,06 1,17 
1,75 1,90 
4,93 6,11 


1,10 mal 
1,08 „ 
1,06 „ 



In der Tafel des ÖsterreicluBchen BeamtenTereioB wurden als 
Sterbanswahrscheinlichkeiten beobachtet in Froz^iten der mittleren 
Sterbenswahrscheinhchkeit 



null einer 


in 


der Altersklas 


e 




Vertrftgsdauet 
von Ähren 


35—46 


46—55 


55-65 







61,18 


53,29 


68,26 


50,68 


V, 


68,10 


70,57 


68,27 


60,39 


% 


61,61 


76,52 


62,64 


66,83 


'/, 


67,28 


7S,87 


68,96 


78,68 


1 


70,26 


84.31 


68,48 




1'/. 




80,- 


71,60 




2 


90,23 


85,19 







e) Inwieweit der Hauptsatz von der Geringfügigkeit der Ände- 
rungen bei geringer Variation der Ursache eine Einschränkung mit 
Beziehung auf die Sterbenswahrscheinlichkeiten der Invaliden erfährt, 
kann bisher noch nicht genau bestimmt werden. Nach den Beobach- 
tungen dee deutschen Reichsversicherungaamtes über die InTalidenrenten- 
empfänger an den deutschen Versicherungsanstalten betrug die Wahr- 
sdieinlichkeit, im Laufe der einzelnen Bentenbezugsjahre aus dem 
RentengenuBSe zu scheiden (amtliche Nachrichten des Reichsversiche- 
rungaamtes 1901) 
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§ i. Die Eoustaoz dei etatiatiBchen UaBzahlen. 









nach 










1 


s 


i 


e 


8 


10 




40 


0,82S0 


0,1900 


0,0900 


0,0586 


0,0310 


0,0224 


0,0216 


60 


0,2820 


0,1876 


0,0800 


0,0601 


0,0460 


0,0877 


0,0388 


60 


O.IGIS 


0,0970 


0,0796 


0,0740 


0,0730 


0.0770 


0,0811 


70 


0,1365 


0,1125 


0,1165 


0,1300 


0,1410 


0,1S23 


0,1746 


80 


0,1800 


0,1890 


0,2147 


0,S4S6 


0,2734 


0,8037 


0,8190 


90 


0,3190 


0,3346 


0,3669 


0,4000 


0,4426 


0,4910 


0,5193 



§ 4. Die Konstanz der statlstlachett M&Bsohlen. Die Tat- 
sache, daß sich gewisBe statistische MaßzaMen mit der Beobachtongszeit 
im allgemeineD nur wenig ändern, wurde seit jeher der eingehendsten 
Erwägung unterzogen. Eine Erklärung kann man in folgender Art 
Tereuchen, 

Die körperliche Entwicklung der Individuen derselben Nationalität 
und desselben (Geschlechtes erfolgt im allgemeinen in ziemlich nnrer- 
änderlichen Ältersabschnitteu. Die Individuen gelangen fast im selben 
Alter in den Besitz des Spredivermögens, wechseln nahezu um das 
gleiche Alter die Zähne, mutieren fast während der selben Alters- 
Perioden die Stimme und treten fast gleichaltrig in die Periode der 
Zeugnngsfähigkeit, den Stillstand des Wachstums und der kSrperiichen 
Entwicklung ein. Wenn auch das Sterben Aber alle Älter aasgebreitet 
ist, so liegt das Maximum der Anzahl der Todesfälle der Absterbe- 
ordnung einer Menschenrasse doch last immer im selben Alter. Zu 
diesem sohin für jedes IndiTidnum unabänderlichen Bedingnngskomplex 
der Lebensverhältnisse — sozusagen der Rassenkonstitution — als dem 
äoBeren Bahmen tritt eine Reihe von anderweitigen Ursachen der MaB- 
zahlen, welche von Individuum zu Individuum wechseln and sich voll- 
ständig gleichmäßig niemals wiederholen, lütmlich die Familienkonstitu- 
tion (das Erbe in körperlicher Beziehung) und die sozialen Verhältnisse. 

Die imendliche Verschiedenheit dieser letzteren Ursachen inter- 
essiert aber zumindest nach ihrer Zusammensetzung in bezug auf die 
MaBzahlen nicht. Für diese ist lediglich die Zerfällung der Mannig- 
faltigkeiten in jene wenigen Kombinationen, in welchen das Endresultat 
beobachtet wird, von Belang. Bei der Beobachtung der Sterblichkeitsmaße 
interessiert beispielsweise lediglich das Verhältnis der Anzahl der Fälle, 
in welchen die Verbindung der verschiedenen Formen von Familien- 
koastitution and sozialen Verhältnissen einerseits zur Verlängerung des 
Lebens über die normale Orenze, andererseits zum vorzeitigen Tode fährt. 

Die relative Konstanz der statistischen Maßzablen erweist nun 
zuiutehst, daß der variable Bedingungsbomplei sich insofern wenig 
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ändert, als durch ihn die Größe der Maßzahl beeinfluBt wird. Und 
dies letztere erscheint wieder selbstverstäadlich. 

Die auffallendeu Änderungen der aoziaJea Verhältnisse treffen 
lüunlioh mit Ausnahme weniger Bemfskreise doch nnr immer die 
Einwohner großer Städte, sohin eine relativ kleine Zahl der Individuen 
der allgtsmeinen Berölkerung, und auf diese wirken sie nicht immer, 
nicht einmal Torwiegend derart ein, daß die Änderui^ der MaBzahl im 
selben Sinne erfolgt. So wird die Sterblichkeit im allgemeinen durch 
den steigenden Wohlstand und die Besserung der sanitären Yerhältnisse 
vermindert; doch fordert umgekehrt die Tatsache der Änderung dieser 
Verhältniase selbst, sowie der Lnxus nicht wenige Opfer. Als retar- 
dierendes Moment aller Änderungen erhält sich aber vor allem die 
Familienkonstitntion, deren Änderung der einseitigen Einwirkung einer 
Ursache dnrch Generationen bedarf 

Anf solche Weise läßt sich nun auch umgekehrt der Umstand, 
daß die Stetigkeit des variablen Bedingungskomplexes naturgemäß ist, 
als Erklärungsgrund für die relative Konstanz der Maßzahlen ansehen. 

Ganz ähnlich, wie die Unabhängigkeit von der Beobachtungszeit, 
kann man die langsame Änderung der Maßzahlen bei Änderung der 
anderweitigen Ursachen erkoren. 

Aus den bisherigen Erörterungen ^ßt sich auch die üm^^igkeit 
der Erscheinungen beim Eingreifen einer Ursache deuten: das Ein- 
greifen wirkt nämUch rUcksiehtlich der übrigen Ursachen als Störung. 

§ 6. Sie ElnteUnng der Oveamthelten. Die Methoden der 
Feststellung der C^samtheiten werden durch die diskontinuierlichen 
Ursachen nicht berührt; dagegen richten sie sieh nach der Anzahl 
und Art der Icontinuierlidien, von einander v/nahhängigen Ursachen. 
Die Zahl der kontinuierlichen Ursachen soll als Mächtigkeit der Ge- 
samtheit bezeichnet werden. Einmäehtig ist demnach eine Gesamt- 
heit, welche von einer, zweimäcMig eine Gesamtheit, welche von zwei, 
allgemein n-7nächtig eine Cresamtheit, welche von n kontinuierlichen 
Ursachen abhängig ist. 

Beispielsweise sind zweimächtig die Sterhenswahrscheinlichkeiten 
der allgemeinen Bevölkerung, denn sie hängen vom Alter x und der 
Beobachtnugszeit t ab. Zwar wird diese Wahrscheinlichkeit oftmals 
auch als Funktion der Geburtszeit t aufgefaßt, aber die Gebnrtszeit 
ist selbst nicht unabhängig. Es besteht nämlich die Beziehung 
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Dreimächtig sind die SterbenawahrsclieinlicIikeiteD der Veraiclienmgs- 
gesellBchafteii, denn sie werden außer von den Ursachea der Sterbens- 
wahrscheinlichkeit der allgemeinen Bevölkerang nocli durch die Ver- 
Bichenmgsdauer bestimmt. 

Neben den eben charakterisierten Gesamtheiten gibt es solche, 
welche Ton keiner kontinuierlichen Ursache abhängig, also von der 
Uächtigkeit Null sind. Nachdem dieselben in den ferneren Erörte- 
rui^en der Abschnitte I imd II nicht mehr behandelt werden, sollen 
hierüber an dieser Stelle einige Bemerkungen Platz finden. 

Zu den nullmächtigen Gesamtheiten gehören vor allem jene, welche 
zn den Geschlechtsverhältnissen der Geborenen und Gestorbenen sowie 
der Bevölkerung fahren. Die Unabhängigkeit dieser Zahlen von der 
Beobachtungszeit ist seit langer Zeit Gegenstand der Forschung. So 
war das Yerhäiltnia der Knabengehnrten zu den Geburten beider Ge- 
schlechter in Osterreich 



1870 
1880 
1890 
1900 



0,M51 
0,6148 
0,B150 
0,6148 



0,6136 
0,6137 
0,5134 
0,6141 



0,6720 
0,6768 
0,6767 
0,6721 



0,6266 
0,6626 

0,6618 



Das Verhältnis der weibHchen s 
fOr England nnd Wales 



den männlichen Sterbeziffern betrug 



in der 


während der Perioden 


in der 


wahrend der Perioden 


AlteiBklaaee 


1841—1860 


1881—1890 


Altersklasse 


1811—1860 


1881—1390 


0—4 


0,868 


0,84ä 


25-34 


1,061 


0,950 


6—9 


0,971 


0,983 


35--14 


1,006 


0,854 


10—14 


1,069 


1,051 


46-54 


0,876 


0,776 




1.118 


1,003 


65—84 


0,894 


0,819 




0,966 


0,966 


65—76 


0,903 


0,856 



Im Deutschen Reiche kamen auf 1000 Männer 

im Jahre 1871 1037 Frauen im Jahre 1885 1043 Frauen 

1875 1086 „ 1890 1040 „ 

1880 1038 „ 1896 1087 „ 

Zn einer weitergehenden Einteilung der Gesamtheiten wird man 
durch die Art der eingreifenden kontinuierlichen Ursachen und zwar 
insbesondere des Alters und der Beobachtungszeit gefiihrt. Im folgen- 
den werden Erscheinungen, welche vom Aller abhängen, sohin als 
Äußerungen des Lebensprozesses zu gelten haben, biologische, die vom 
Alter anabhängigen Erscheinni^en somatologische genannt. Rücksicht- 
lich der Abhängigkeit von der Beobachtungszeit werden die Erschei- 
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nungen in typische und symptomatist^ eiogeteilt. In den ersteren ist 
der Einfluß der Beobaditungszeit unmerklich, in den letzteren aach 
bei zeitlich engbegrenzten Perioden nacbweiBbar. Die symptomstiachen 
Erscheinungen sind wieder evolutorisch oder oszälatorisch, je nachdem 
die Ändenu^en bei wachsender Beobacbtungszeit immer im selben 
Sinne zn- oder abnehmen, oder die Änderungen ohne durchschlagende 
Tendenz erfolgen. Die osztUatorisehen Eracheinimgen werden zu 
periodisdien Erscheinungen, wenn sich die Änderungen mit gewisser 
Regel mäfiigkeit vollziehen. 

Auf solche Weise unterscheidet man ein-, zwei- oder mehrmäebtige 
Gesamtheiten einer typischen, evolutorischen oder speziell oszillato- 
rischen oder periodischen Erscheinni^. 

§ 6. Die elnmftohtigen Oeaamtiieltett. Einmächtige Qe- 
samtheiten finden sich Tomehmlich bei den somatologischen Erschei- 
nungen. So wird man zur Bestimmung der Regelmäßigkeiten in der 
Eörperlänge, dem Brustumfange, dem Körpergewichte von Personen 
eines bestimmten Alters die Gesamtheiten nur in ihrer Abhängigkeit 
von der Beobachtungszeit festzuhalten haben. Bei den biologischen 
Ersebeinungen kommen die einmächtigen G^amtheiten selten vor, 
weil sie definitionsgemäß vom Alter, in der Regel aber auch von der 
zweiten Ursache, der Beobachtungszeit, abhängen. 

Trotzdem werden auch die letzteren Erscheinungen sehr lüufig 
als solche und zwar immer dann dargestellt, wenn der Einfluß aller 
koniinmerlichen Ursachen bis auf den einer Ursache überhaupt ver- 
nsch^ssigt wird. Die Absterbeordnungen werden sogar in der Regel 
als vom Alter allein abhängige Skalen konstruiert. In solchem Falle 
wird rücksichtlich der Beobachtungen an der allgemeinen Bevölkerung 
von dem Einfluße der Beobachtungszeit, rücksichtlich der Beobach- 
tungen an versicherten Leben von dem Einfluße der Selektion und 
Beobachtungszeit abgesehen. 

Rücksichtlich der einmächtigen Oesamtheiteu ergeben sich zwei 
wichtige Probleme, ein mathematisches und ein statistisches. 

Im ersteren ist man bestrebt, eine durch mehrere Einheiten der 
Ursache begrenzte Gesamtheit durch die in den einzelnen Einheiten de- 
finierten Gesamtheiten auszudrücken. Im statistischen Probleme sucht 
man fär solche Fälle, in welchen jedes Individuum alle Werte einer 
Ursache von einem untersten Werte durchlaufen muß, die Individuen 
einer durch die StrecSceneinheit der Ursache definierten Gesamtheit, 
durch die Zahl der Individuen der in die Beobachtung eintretenden 
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QeBamtlieit und die tou da ab sich ToUziehendeu Ändenmgen, die 
Zu^nge und Ab^^age der ludiridaen — die Ein- und Aastreteaden — 
sm bestimmen. 

Das eretere Problem wird darcb die Interpolationsrecbnmig gelöst. 
Bezeichnet man idndicli die Gesamtheit zwischen den Werten der nnab- 
lüingig Veränderlichen x und x + t mit «^^ , — ti^ und die Gesamtheiten 
zwischen den Werten der unabhängig Veränderlichen x und x + l, 
X + 1 und x + 2, X + 2 und a: + 3 usf. mit ^u^, ^m^^.,, '^u^+t usf.^ 
ao besteht nach den Grundsätzen der Differenzenrechnung der Satz 
t . , ( (' — 1) / - ^ \ 



(^M^^.,-2^W,^.l + ^«,) + - 



I i(t-l)(t-8) 
''" 1.2.8 

oder 

wenn man zur Abkürzung 

setzt. 

Der Lehrsatz wird zunächst f3r gaozzahlige t abgeleitet, aber 
auch für die Bestimmung der Gesamtheiten mit echt oder unecht ge- 
brochenen t und der unendlich kleinen Gesamtheiten zwischen den 
Werten x und x + dx der unabMngig Veränderlichen unter be- 
stimmten für die statistischen Erscheinungen im allgemeinen zu- 
treffenden Voraussetzungen Über die Natur der Funktion «^ rerwendet; 
fKr ein unendlich kleines t Terwandelt sich die obige Gleichung in 

i^ „ ^„^ _ i. j»u^ -j. 1 ^s„^ log (1 + ^) M,, (Ha), 

wobei nur zu beachten ist, daß die sich bei der Keihenentwicklnng 
des Logarithmus ergebenden Exponenten als Iterationszeicben zu ge- 
brauchen sind. 

Das statisUseke Problem wird durch den selbstverständlichen Satz 
gelöst, daS die Zahl der Individuen einer Gesamtheit zwischen ii^end 
zwei Werten der Ursache der Zahl der Individuen gleichkommen 
muß, welche zwischen dem untersten Werte der Ursache und der 
oberen Grenze der Gesamtheit in die Beoba«htui^ eintreten, abzüglich 
jener Individuen, welche zwischen dem untersten Werte und der 
unteren Grenze der Ursache aus der Beobachtung austreten und 
zwüichen dem untersten Werte der Ursache uad der unteren Grenze 
der Gesamtheit zur Zeit der Beobachtui^; Torhanden sind. 
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Dieser Satz findet eine außerordentlich liänfige Anwendung bei 
der Bildung von Gesamih^ten versicherter Lehen, wenn das Eintritts- 
eäier jedes Individuums in die GeseUscftaft, sein Ein^tts- und ÄustriUs- 
datam gegeben ist. Nach ihm ist die Gesamtheit tod Lcbendeif zwi- 
schen den Beobacbtongsaltem x nnd x + 1 gleich der Qesamtsumm» 
der vor dem Beobachttlngstermin zwischen dem niedrigsten Beobach- 
tnngsalter n nnd der oberen Grenze x + 1 in die Beobaditnng ein- 
getretenen, vermindert nm die Zahl der Tor dem Beobachtnngstenniu 
zwiechen den Altem n nnd x ausgetreteneD and am Beobachtm^stermia 
zwischen denselben Altem Torhandenen Personen.'} Das Eintreten 
in die Beobachtung kann nun in zweifacher Art erfolgen und zwar 
a) durch Vorhandeneein zn Beginn der Beobachtung und b) durch 
den Hinzutritt im Laufe der Zeit bis zum Beobachtungstermin; der 
Austritt aus der Beobachtung a) durch Austritt bis zum Zeitpunkt 
der Beobachtung, b) durch Todesfall bis zum gleichen Termin. 

Bezeichnet man also in einer geschlossenen G^ellschafl: die im 
Alter i zu Beginn der Beobachtung t^ Torhandenen Personen mit 
V'l ; die zwischen diesem Beginne und dem Zähltermine t^ hinzutreten- 
den Personen des gleichen Alters mit if^''''; die im gleichen Zeit- 
räume und gleichen Alter austretenden oder sterbenden Personen 
mit A' ' bezw. M'}"*, endlich die im gleichen Alter am Zäbltermine 
Torhandenen Personen mit F^, und führt femer die Bezeichnungen ein: 



1) Man kann eich von der Richtigkeit dieseB grundlegenden Satzes der 
mathematiHchen StatiBtik aji der Hand eines sehr einfachen Bildes fibersengen. 
WiU man beispielBweise wissen (siehe nebenstehende Figni), welches Quautnm. 



Waaser darch irgend 

v 



irgend einer Zeit geflossen 
ist, wenn die Röhre verHchieden» 
öffliongen xam EinfaUen r„ T,, 
r, (Trichter) nnd verschiedene 
Offimngen znm Auslaufen o,, o,, 
n, besitzt, so hat man von der 
Menge des durch irgend welchen 
Tor dem oberen Querschnitt h b 
dieses Teiles liegenden Trichtera 
eingefüllten Wassers nur die Uenge 
der durch irgend welche Tor dem 
unteren Querschnitt a a liegende Auslaufe ausgegangenen Wassers und di« 
Menge der in der RChie Tor demselben Querschnitte Terbliebenen Wassers ab- 
zuziehen. In diesem Bilde werden also die Flüssigkeitsmasaen mit den Uenschen- 
maesen, die in den Zuflnßröhien eintretenden mit den in die Beobachtong ein- 
tretenden, die aus den AbflnfirOhren austretenden Flüssigkeitamaasen mit den 
, aus der Beobachtnng austretenden Menschenmassen verglichen. 
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§ 6. Die einm&chtigen GeBtUntheiton. 

Ki.+L - K + K'+i + ■ ■ ■ + 1 

-E;i;'+i - -^i"" + -^i'+i +•■■+ ■'''"■ 

r*_ - y'; + r.\, + ■ ■ ■ + f;_„ 

: »^'„+, +-£;■/.'!,.,- (vi;,','' + 3?;'/.'' + J^,,)-. 



CHI) 



Die Formel wurde zuerst Ton Alezander FinlBiaon anfgestellt 

Anf ihr beraht das nachfolgeude Schema zur Aufbereitang dee 
Beobachtungsmateriales behufs Feststelluiig von Geeamtheiten: 

Formular I. 





Hiniieiid der Formel 


Subtrahend der Formel 








Blnge- 






Intan ; atorben im am\ -^t X 
L.üf. ; L»"f, Mraliisl^i' '' + 






Älter 


B^ 


Liure 


+ ; 


Ton oben 


Summe 


5 und 10 
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F/' 


E!'"- 




^4". 


i»;.". 


Pj- 1 F*-., 
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7 


8 1 9 


10 


11 
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K' 


i-./.. 




., 


xyi 


«;■"• 


F.. 


«n 




a^ 


n-\-l 


K'+i 


■b;^', 


K+i 


«.+*,+ ! 


<'¥•! 


tii\ 


^v. 


"»+1 


«. + »,+ 1 


'.+. 


n + 2 


.K^. 


K'i: 


*s + S 


n:::: 


^■^s 


«Sft 


y-u. 


"n + S 


•', + ^+1 

+ 0«+« 


'.+. 



Bs kommt häufig yor, daß ein Indiriduum zur Bildung vieler, 
TOn den aufeinander folgenden Werten der unabhäi^ig Veränderlichen 
abhängigen Oesamtbeiten berangezogeu werden mu£. So kommt jedes 
versicherte Individuum bei Konstruktion einer Sterblichkeitstafel ver- 
sicherter Leben in so vielen Altersgesamtheiten vor, als es verschi»- 
dene Alter in der Versicherungsgesellschaft verlebt hat. Beim Ge- 
brauche obigen Schemas erspart man sich, das versicherte Individuum 
für jede Gesamtheit besonders zu zählen; vielmehr genügt es, jedes 
Individuum ein einziges Mal nach seinen wesentlichen Merkmalen: 
Eintrittsalter in die Beobachtung, Eintrittsdatum und Austrittealter 
eventuell Austrittsdatum aus der Beobachtung festzuhalten. 

Die Resultate der Kolonne 11 sind bereits die Eudwerte der 
Formel III. 
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Man nennt die in Kolonnen 5 und 10 angedeuteten Operationen 
das Anfsummieren. 

Die Sterbens Wahrscheinlichkeiten sind die Quotienten der Zahlen 
in Kolonne 7 und 11. So ist die Sterbenawahrscheinlichkeit des 
n ■+ ^jährigen 



§ 7. Sie xwelm&ohtigeii Oesuntheiten (Vorbemerkungen). 
Die zweimächtigen Gtesamtheiten werden zunächst nach Gattungen 
in eindimensionale oder lAntengesamtheiten und in ztceiditnensionale 
oder FlächengesamOmten unterschieden. Bei den ersteren sind die 
Werte der einen Ursache für ^e Individuen gleich nnd die In- 
dividuen nur nach der anderen Ursache verschieden; bei den letz- 
teren gehört jedes IndiTidnum zu einer anderen Werteverbindur^ 
der kontinuierlichen Ursachen. Kach den Voraussetzungen kann es 
weder bei den Linien- noch bei den F^chengesamtheiten in dem 
Sinne zu strengen Gesamtheiten kommen, daß die zugehörigen Maß- 
Wahlen für alle Individuen der Gesamtheit die gleichen bleiben. Bei 
den ersteren muß angenommen werden, daß sieh die zu bildende 
Maßzahl nicht ändert, falls eine und zwar die für alle Individuen 
verschiedene Ursache sich innerhalb gewisser enger Grenzen nicht 
ändert; bei den letzteren, daß die Maßzahl bei Änderung beider Ur- 
sachen in engen Grenzen unveränderlich ist. Die LiniengesamÜieiten 
werden demnach durch die für alle Individuen gleiche Ursache „den 
Träger" und die Grenzen nach der anderen Ursache, die Flächen- 
gesamtheiten durch die Grenzen nach beiden Ursachen bestimmt. Für 
welches Spatium die Annahme der Unveräaderlichkeit der Maßzahl 
berechtigt ist, wird nach der Er&hmng zn beurteilen sein (§ 3). 

Für jede der beiden Gattungen von Gesamtheiten sind die fol- 
genden Aufgaben zu lösen: 1. Welche Arten gibt es von jeder Ge- 
samtheit derselben G^sttung; 2. welches sind die Beziehnngen zwischen 
den verschiedenen Arten derselben Gattung und den beiden Gattungen 
der Gesamtheiten, sofeme sie zur Ermittlung derselben Maßzahl dienen; 
3. wie kann man die Gesamtheiten zur Gewinnung der statistischen 
Maßzahlen benätzen; 4. wie viele und welche statistische Maßzahlen 
können zur Charakteristik derselben Erecheinui^; dienen? 

Alle dime Fragen werden zweckmäßig an einem konkreten Fall, 
den S^benswahrscheinlichkeüen der BevolkanngsstaUsHk, beuitwortei 
Die beiden sie bestimmenden kontinuierlichen Ursachen sind das Alter » 
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und die Geburtazeit t oder statt deren irgend zwei andere TTniachen, 
welche sich als Funktionen der genannten Veränderlichen w — fi(n, t); 
V ~f^(n, t) darstellen. 

Zum Zwecke der leichteren IJbersicht Über die Terachiedenen 
Gesamtheiten bedient man sich der geometrischen Repräsentation. Die- 
selbe kann in verschiedener 
Art erfolgen. Nachstehend wird 
zui^hst die Darstellung ron 
Becker erörtert (Fig. 1). 

In einem rechtwinkligen 
ebenen Koordinatensystem wer- 
den auf der Äbszissenachse 
die Beobachtongszeiten t, auf 
der Ordinatenachse die Ge- 
bnrtszeiten t sämtlicher In- 
dividnen von einem gemein- 
samen Zeitpunkte nach einem 
irgend wie geteilten Maßstab 

aufgetragen. Dann ist das im Zeitpunkte Ot^ geborene, zur Zeit Or^ 
vorhandene Individuum durch den Schnittpunkt (^oTq) zweier, zn den 
Achsen paralleler, in den Abständen 0/^ und Oz^ vom Koordinaten- 
anfangspunkt gezogener Geraden bestimmt. Die in der (geraden t^t^ 
liegenden Punkte repräsentieren die Lebenaponkte aller im Zeitpunkte 
Otf, geborenen Personen. Nachdem das Individuum vor dem Zeit- 
punkte Otq = Otf, nicht in Erscheinung treten kann, so befindet sich 
sein Geburtenpunkt im Eckpunkte B des gleichschenkligen, recht- 
winkligen Dreieckes OäS. Durch eine Parallele Bt^' wird nur ein 
Individuum charakterisiert; der Endpunkt derselben ist der Todespnukt. 
Die zur selben Zeit Geborenen werden dnrcb ein System unendlich 
naher Parallelen bestimmt. Aus diesen Vorbemerkungen geht hervor: 

1. Die einzelnen Individuen der Gesamtheiten werden durch 
Parallele zur Abszisse, welche sämtlich in einer um 45" zu dieser 
geneigten Geraden ihren Ausgangspunkt nehmen, die Individuallinien, 
repräsentiert. Jeder Punkt einer solchen Linie ist ein LebenspunM, 
der Anfangspunkt ein G^turtenpunkt, der Endpunkt ein Todespimkt. 

2. Die um 45" geneigte Gerade OG „die Geburtenachse" ist der 
Träger aller Geburtenpunkte; die auf die Streckeneinheit ent&llende 
Zahl der Geburtenpunkte die GeburtendicHtigkeit (Geburtenfreqnenz). 

3. Die Gesamtheiten von Lebenden werden allgemein durch ii^end 
welche gerade oder krumme Linien festgehalten (charakterisiert), welche 



,yCoogle 



28 I- 1^6 Lehre von den atatiitüchen GesftiuäieiteD. 

jede Parallele znr Abszisse in einem Punkte schneiden; die Linien sind 
die Träger der Gesamtheiten. 

4. Die Oesamtheiten von Toten liegen in Flächen, welche durch 
geschlossene Linien begrenzt werden. 

§ 8. Die LabendengeBamtheiten dar BevAlkunngacta- 

tlatlk. Man kann im Quadranten Ott ouendlich viele Linien ziehen, 
welche die Linien der Lebenden je in einem Punkte schneiden: sohin 
ffibt es ßteoretisch unendlich vide Lebendengesamtheiten. Unter diesen 
werden praktisch nur jene dargestellt, welche eine der nnterschiedeneD 
kontinuierlichen Ursachen t, )i, r unmittelbar als Träger besitzen, so- 
mit die Personen gleicher Grebnrtszeit, gleichen Alters und gleicher 
Beobachtungszeit. Die Individuen gleicher Geburtszeit führen nicht 
zu Gesamtheiten, weil zur selben Zeit nur unendlich wenig Personen 
geboren werden. Von den beiden anderen Gesamtheiten sind die 
ersterea offenbar die Schnittpunkte der Individuallinien mit den Pa- 
rallelen 2u OG „den Alterslinien", die letzteren die Schnittpunkte der 
Individuallinien mit den Parallelen zu 02 „den ZeiÜinien", 

Über diese Gesamtheiten kann man folgendes ableiten: 

a) Die Gesamtheiten gleichalfyig Ldiender. Die Sterblichkeit der 
Individuen dieser Gesamtheit varüet nur insofern, als hierauf die 
Oeburtszeit Einfluß nimmt (§ 3a}. Die Individuen, deren Geburts- 
zeiten höchstens um ein Kalenderjahr anseinanderstehen, liegen inner- 
halb der Schnittpunkte der Alterslinie mit zwei entsprechend aus- 
einander stehenden Individuallinien und werden HauptgesamtheOen 
erster Gattung genannt Man bezeichnet sie zweckentsprechend mit 
^n'S ^«nn « das Alter der Gesamtheit, ^ und t^ die Geburtazeiten 
der Individuallinien bedeuten. 

In der Figur 1 erscheint die Hauptgesamtheit durch ah reprä- 
sentiert. Weil man aber die Grenzpunkte o, fe der Gesamtheiten 
auch durch den Schnitt der Individuallinien mit den Zeitlinien 
Tj und T, bilden kann, so folgt, daß die Haup^esamtheiten erster 
Gattung auch durch J^"'*' oder durch F^*' oder endlich durch F^''** 
darstellbar sind. 

Beispielsweise sind die 50jährigen Personen, welche zwischen 
dem 1. Januar und letzten Dezember des Jahres 18Ö0 geboren sind, 
also der Generation des Jahres 1850 angehören, identisch mit den 
Personen, welche das 50. Altersjahr im Jahre 1900 erreichen, oder 
mit den Personen, welche, nach dem 1. Januar 1850 geboren, das 
50. Altersjahr vor dem 31. Dezember 1900 erreichen, oder endlich 
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mit den Penoiieii, welche, vor dem 31. Dezember 1850 geboren, das 
50. Alterejahr nach dem 1. Jannar 1900 erreichen. 

Dieses Ergebnis läfit sich folgendermaßen ausdrücken: 

Die Gesamtheit Gleichaltriger derselben Generation ist stets einer 
Gesamtheit von Individuen gleich, welche das gleiche Alter im selben 
Kalenderjahr erreichen oder einer Gesamtheit von Individuen, welche 
nach einem bestimmten Termine geboren sind, das gleiche Alter 
jedoch vor einem anderen bestimmten Termine erreichen oder endlich 
einer Gesamtheit von Individuen, welche, vor einem bestimmten Zeit- 
punkt geboren, dasselbe Alter nach einem anderen bestimmten Termin 
erreichen. 

b) Die Gesamäieiten gleichseitig Lebender. Die Änderung der Sterb- 
lichkeit der Individuen dieser Gesamtheit ist nur durch die Änderung 
der Sterblichkeit mit dem Alter bedingt (§ 3: e). Die Individuen, deren 
Alter höchstens um 1 Jahr auseinanderstehen, liegen innerhalb der 
Schnittpunkte der Zeitlinie mit zwei entsprechend auseinanderstehenden 
Alterslinien und werden Hauptgesamtheiten zweiter Gattung genannt. 
Man bezeichnet sie zweckentsprechend mit y^'''^ wenn r die Zählzeit 
der Gesamtheit, n^ und n^ die Grenzalter der Gesamtheit bedeuten. 

In der Figur wird die Gesamtheit durch bc repräsentiert. In 
Analogie mit den Auseinandersetzungen för die Hauptgeaamtheiten der 
ersten Gattung erhält man 7;'""-= V^"' ~ V''"' ~ 7^'"" oder den 
nachstehenden Satz: Die Gesamtheit gleichzeitig Lebender eines be- 
stimmten Alters ist stets einer Gesamtheit gleich, welche derselben 
Generation entstammend den gleichen Zeitpunkt erlebt, oder einer 
Gesamtheit, welche, nach einem bestimmten Zeitpunkte geboren, einen 
anderen Zeitpunkt nach Erreichen eines bestimmten Alters erlebt oder 
endlich einer Gesamtheit, welche, vor einem bestimmten Zeitpunkt 
geboren, einen anderen Zeitpunkt vor Erreichen eines bestimmten 
Alters erlebt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Erkenntnis, daß die Haupt- 
gesamtheiten erster Gattung auf keine Weise unmittelbar in Haupt- 
gesamtheiten zweiter Gattung überführt werden können, weil beide 
Gesamtheiten sich immer um Totengesamtheiten unterscheiden müssen. 
Man ersieht dies unmittelbar aus der Figur. 

Beispielsweise unterscheiden sich die 50 jährigen Personen der Gene- 
ration des Jahres 1850 von den Persouen, welche am 31. Dezember 1900 
zwischen den Altem 50 und 51 stehen, um die Personen, welche aus 
der Generation 1850 stammend nach Vollendung des Alters 50, jedoch 
vor dem 31. Dezember 1900 sterben. 
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§ 9. Die TotengeMuuthalten der BevOlkemuffiBtatUtik. 

Wenn man unter einer Totengesamtheit eine Summe von Individuen rer- 
steht, welche unter nahezu gleichen Ursachen, also in nahen Altem nnd 
Beobachtongazeiten sterben, dann gibt es unendlich viele Totengeeamt- 
heiten. Als solche repräsentiert sich lüunlich die Summe der Todespankte 
in jeder b^^renzten Fläche mit kleinen DurchmeBsem. Zu einer be- 
schränkten Zahl gelangt man, wenn man als Begrenzung lediglich 
Linien aus den Parallelsystemen zu OG, Ot und Or zuläßt Anzahl 
und Gestaltung solcher Gesamtheiten ergibt sich, wenn man von der aus 
ihnen darstellbaren, kompliziertesten Figur ausgeht und alle geschlos- 
senen Flächen anfsucht, welche aus der sukzessiven Elimination der 
Grenzlinien entstehen. Dieser Prozeß wird an der nachstehenden 
Figur erläutert (Fig. 2): 

Die komplizierteste Figur ist 
doB Sechseck abcdef, das durch je 
3 um eine Einheit auseinander- 
stehenden Linien der 3 Parallel- 
systeme begrenzt wird. Durch 
Elimination je einer Linie gelangt 
man zu den 6 Fünfecken nnd 
zwar: durch Elimination von af 
zu abcde; von ab zu ßcäef-^ von 
bc zu ydefa; von cd zu Sefab; 
von de zu tfabc; von ef zu ^abed. 
Die Viereckggesamtheiten kann man 
aus den Fünfecken ableiten, wenn man immer je eine Seite der letz- 
teren wegläßt. 

So bilden sich beispielsweise aus dem Fünfeck abcde durch Eli- 
mination von be: ayde; von cd: abde; von de: abce, welche sämt- 
lich geschlossen sind; durch Elimination von ah das offene Viereck 
oacdeoo, von ae das offene Viereck oobcdco. Die Zahl der aus 
einem Fünfeck bildbaren, geschlossenen Vierecke ist sohin 3; die Ge- 
samtzahl der aus dem Sechseck ableitbaren Vierecke 3 x 6 = 18. 
Von denselben bleiben jedoch, weil der Bildungsprozeß jedes Viereck 
zweimal erzeugt, nur die Hälfte, also 9 Vierecke übrig. Von diesen 
sind, wie man unmittelbar sieht, 3 Vierecke Parallelogramme und 
6 Vierecke Trapeze. 

Aus den Vierecken entstehen die möglichen Dreiecke wieder 
durch Hinweglaasung je einer Seite. Geschlossene Figuren können sieit 
überhaupt nur durch Elimination einer, nämlich der oberen Parallelen 
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der 6 Trapeze bildeD. Es werden somit 6 Dreiecke erzeugt. Nach- 
dem aber der Eraeugungaprozeß selbst jedes der Dreiecke dreimal 
bildet, gibt es im Ganzen ä Dreiecksgesamtheiten. 

Daraus folgt: die Zahl dw am dm 3 Faroäldsyatemen hüdbare» 
Totengesamtheiten hdäuft sich auf 18; darunter sind 1 Sechseeksgeaamt- 
heit, 6 Fünfeeksgesamih^ten, 3 ParaUdogramme, 6 Trapene und 2 Drei- 
ecke. Von diesen werden die Sechsecksgesamtheiten, Fünfecksgesamt- 
heiten und Trapeze praktisch als gn komplieiai nicht nachgewiesen. 

Die Parallelogranune w^en SauptgesamSieiten, die Dreiecke 
Grundgesam&eiten von Toten genannt. Für die Trapeze wird die Be- 
zeichnung Nätengesamüieiten gebraucht. 

Nachstehend sollen die einzelnen äesamtheiten behandelt bezw. 
gezeigt werden: in welchen Oreozen die kontinuierlichen Ursachen 
einer Totengesamtheit liegen, welche Beziehungen mit den Lebenden- 
gesamtheiten bestehen und zu welchen Sterbenswahrsdieinlichkeiten 
die Totengesamtheiten verwendet werden können. 

Die 1. Ha^tgesamth^ von Toten (Fig. 1). 

Die I. Hauptgesamtheit abcd ist durch zwei Linien aus dem System 
der 7X1 OG und zwei Linien aus dem System der zu Oc Parallelen be- 
grenzt. Sie enthält die Summe der aus einer Generation euAschen zwei Altem 
Sterbenden. Die Toten liegen demnach im Alter und der Geburtszeit 
um je eine Einheit, in der Beobacbtungszeit jedoch nm zwei Einheiten 
auseinander. Beispielsweise liegen die im Alter von 50 Jahren aua 
der Generation des Jahres 1850 Sterbenden zwischen dem 1. Januar 
1900 und dem 31. Dezember 1901; der am 1. Januar 1850 Geborene 
an seinem Geburtstag Sterbende stirbt am 1. Jannar 1900, der am 
31. Dezember 1850 Geborene im Alter von 50 Jahren und 364 Tagen 
Sterbende stirbt am 30. Dezember 1901. Die Gesamtheit soll in 
Zukunft mit -äf^'^^ bezeichnet werden. 

Die Beziehungen zwischen der I. Hauptgesamtheit von Toten 
und den b^p^nzenden Lebendei^esamtheiten gehen aus der folgenden 
Erwügnng hervor: 

Die im Baume abcd Sterbenden müssen die Grenzlinie n^n^' 
lebend überschritten, dürfen jedoch die Grenzlinie »,»,' nicht mehr 
erreicht haben; sohin besteht ahcd'^ab — cd oder 

K',i,-K:"--y:!': ("> 

d. h. die Summe der aus einer Genaration zwischen zwei Altem Ster- 
benden kommt dem Unterschiede der im unteren Alter in die Seobaeh^ng 
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Eintretenden und der im o&em» ÄUer aus der Beobachtung Austreten- 
den gleich 

Die I. Haupl^esamtheit der Toten ist denm&cli die Differenz 
zweier Hauptgesamtheiten der Lebenden I. Gattung. Ans der L Haupt- 
geaamtheit läßt sich, wie leicht eraichtlich, ein einziges Sterblichkeits- 
maß, nämlich die Sterbenswahrscheiiilichkeit Gleichaltriger 

*6c£ Jf^'A 

bilden. 

Die Sterbenswahrsch^nlichkeit gleichaliriger Personen ist einem Quo- 
tienten gleieh, in dessen Nenner gleichcätrige Personen, in dessen ZäMer 
die vor Vollendung des näehstm Ältersjaiires (ms (?e» heobaditeten Loten- 
den hervorgehenden Toten stehen. Man bezeichnet dieses Maß vielfach 
als das wichtigste, weil die Sterblichkeit nach Altem bestimmende 
Maß. Praktisch ist es erst in der neuesten Zeit nachgewiesen wor- 
den, weil die hierzu erforderlichen Lebenden- und Totengesamtheiten 
nicht unmittelbar beobachtet werden. Das einzige Mittel, die Lebenden- 
geaamtheiten La der BeröUcerung zn bestimmen, ist nämlich die Volks- 
zählung^); dieselbe entwickelt jedoch nur die Gesamtheiten gleich- 
zeitig Lebender. Die Totengesamtheiten werden Jahr für Jahr ans 
den Totenregietem bestimmt; die erste Hauptgesamtheit von Toten 
liegt aber in zwei anfeinanderfolgenden Kalenderjahren. 

Die IL EauptgesamÜmt von Toten (Fig. 1). 

Die II. Haupl^esamtheit icdi ist durch zwei Linien ans dem System 
der zu Ot und zwei Linien aus dem System der zu Or Parallelen be- 
grenzt. Sie enthält die Summe der aus einer Generation zwischen zwei um 
ein Jahr auseinanderli^enden Kalendertagen Sterbenden. Die Toten 
liegen demnach in der Geburtszeit und Beobachtungszeit um ein Jahr, 
im Alter jedoch — wie die Figur zeigt — nm 2 Jahre auseinander. 
Beispielsweise ist das Sterbealter der aus der Generation des Jahres 
1850 stammenden im Jahre 1900 verstorbenen Personen teilweise das 
Alter 49, teilweise das Alter 50; der am 1. Janoar 1900 Sterbende, 
am 31. Dezember 1850 Geborene, ist an seinem Todestage 49 Jahre, 
der am 31. Dezember 1900 Sterbende, am 1. Januar 1850 Geborene, 
nahe 51 Jahre alt. Die Gesamtheit soll in Zukunft mit ^^^ 
bezeichnet werden. 

1) EOrSgi teilt mit, daß er die BerOlkeruiig dei Stadt Budapest während 
zweier Jahre iadiridaell festgehalten habe (KOrOei, Unterlagen für richtige 
Uortalitätstabellen 1874). 
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äenan lo, vie fDr die Haapt^eumÜiaitfln der Tot«n areter Oattung 
läßt sieh für die HauptgesEuutlieiten zweiter Gittang eine Bezielumg 
mit den Lebendeagesamtheiten ableiten, uSmlich: 

d. h. die Summe der aus einer Ge»eraii<m zwischen awei Kai^nderjahren 
Sterbenden Jcommt dem Unterschiede der (m einem bestimmten Kaiender- 
tage eines Jahres in die Beobadttwig Eintretenden vnd der am seO)en 
Kidendertcige des folgenden Jahres ems der Beobachtung Austretenden gleich. 
Die U. Hauptgesamtheit Ton Toten ist demnacli die DifFerena 
zweier Haaptgesamtheiten der Lebenden II. Gattung. Äucb ans der 
II. Hauptgesamtheit der Toten UBt sich ein einziges Sterblichkeita- 
maß, die S^benstvcüa-scheinlichkeit ^eiekeeiiig Lebend^' bilden. Das- 
selbe ist — 1 — - — ^ /L ) 'o^^ einem Quotienten gleich, in dessen 

Nenner gleichzeitig Lebende, in dessen Zähler die Ton diesea im 
nächsten Kalenderjahre Sterbenden stehen. 

Die III. Hauptgesamtheit von Toten (Fig. 1). 

Die III. Baaptgesamtheit bcde ist durch zwei Linien aus dem System 
der za OG und zwei Linien ans dem System der zu Ot Parallelen be- 
grenzt. Sie enthält die Summe der in einem Kalenderjahr in einem be- 
stimmten Alter Sterbenden. Die Toten liegen im Alter und in der Be- 
obachtungBzeit um ein Jahr, in der Gebortszeit um 2 Jahre auseinander. 
Beispielsweise stammen die 50jährigen Toten des Jahres 1900 teilweise 
aus dem J^ire 1849, teilweise aus dem Jahre 1850; der am 1. Januar 
1900 im Alter von 50 Jahren 364 Tagen Sterbende entstammt der 
Generation des Jahres 1849, der am 31. Dezember 1900 am Geburts- 
tt^e Sterbende der Generation des Jahres 1850. Die Gesamtheit 
soll in Zukunft mit M^^ ^ bezeichnet werden. 

Die mit den verschiedenen Lebendengesamtheiten bestehende Be- 
Ziehung ist nach der Figur: 

bcde •= bc + be — cd — de 
oder 

"l/"! *l "l "t *> ' ^ ' 

d. h. die Summe der in dnem Kalenderjahr zwischen zwei ÄUem Ster- 
benden ist gleich der Summe der Personen, welche zu Beginn des 
Kalenderjahres zwischen zwei aufeituinderfolgenden Altem stehen und 
der Personen, welche innerhaUi des Kalenderjahres das untere Alter er- 
reichen, vermindert um die Summe der Personen, welche am Ende des 

BlniDhk«, mi.theinfttl«h« SUtlitU. 8 
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Kalenderjahres ttoischen denselben ewei AUem stehen und der Personen, 
wache innerhaS} des Kalenderjah-es das obere Alter erreichen. 

Zar Bildung der UI. HanpigeBamtheit von Toten bedarf es da- 
her der Lebendengesamtheiten beider Gattnngen. Ans der HI. Haupt- 
geBamtlieit Ufit sieb keine SterbenswalirBcheinlielikeit entwickeln, weil 
die Toten deiselben weder aus der Grenzlinie bc noch aus der Greaz- 

Irnie be herrorgehen. Man nennt die Größen j — ; — 3 — — ; — *^'*\. , 

™"^ j) ~" 4. ' d ~ ~~*d^ — "'^ , , also die Quotienten ans der III. Haupt- 
gesamtheit Ton Toten und dem arithmetiBchen Mittel der durch zwei 
parallele Grenzlinien repräsentierten Lebendengesamtheiten, SterUü^ 
keitskoeffinienten. Es wird späterhin gezeigt werden, daß diese nähe- 
rungsweise immer auf Sterbenswahrscheinlichkeiteu überßlhrt werden 
können. 

Die "Gntndgestaiiiheiten der Toten (Fig. 1). 

Die Grnndgesamtheiteu abc und bcd werden durch je eine 
Parallele aus den drei Systemen zu Off, Ot and Ot begrenzt. Sie sind 
entweder: die Summen der nach einem bestimmten Zeitpunkte Ge- 
borenen, nach Erreichung eines bestimmten Alters, jedoch vor Ablauf 
eines bestimmten Kalendertages Sterbenden (abc) oder die Summe der 
vor einem bestimmten Zeitpunkte Geborenen, vor Erreichung eines 
bestimmten Alters, jedoch nach Ablauf eines bestimmten Kalender- 
tages Sterbenden (bcd). Die Toten liegen nach allen 3 kontinuier- 
lichen Ursachen, dem Alter, der Geburtszeit und der Zählzeit um ein 
Jahr auseinander. Die Gesamtheiten sollen in Zukunft (je nach der 
Li^e der Grenzlinien) mit ^G^ und ^G^ bezeichnet werden. Die Ge- 
burtszeit wird also immer an die Spitze, die Gesamtheit mit der 
größeren Anzahl Ton Lebenden am Fuße des Buchstabens G links, die 
mit der kleineren Anzahl am Fuße rechts angeschrieben. 

Die Grundgesamtheiten können mit den Hauptgeeamtheiten der 
Toten und Lebenden in Beziehung gesetzt werden. Es besteht iOr 
die Hauptgeeamtheiten der Toten: 

■<;/^-,Gl'+.öv (VD,) 

ferner för die Hauptgesuntheiten der Lebenden: 
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^Gi-v^"-vi" (vm.) 

imd 

^G*_ F;|'*_ F^'; (Vin,) 

d. h.: 1. Jede Haapt^samtlLeit von Toten setzt sich ans zwei Grund- 
gesamtheiten von Toten zusammen; 2. Jede Gnindgesamtheit von 
Toten ist die Differenz einer Lebendengesamtheit erster und einer 
Lebendengeeamtheit zweiter G&ttnng. 

Aus den Gleichungen VIII folgt der wichtige Satz: 

Y'J' ^ yj' + ^G'^ bezw. r^" - vi" + ^Gl . (VIIIj) 

Eine Sauptgesamtheit der Lebenden erster Gattung ist somit der 
Summe einer Sauplgesamtkät der L^enden ztoeiter Gattung und einer 
Grundgesamtkett von Toten gleich; umgekehi läßt sich auch eine Haupt- 
gesamtheit der Lebenden eweiter Gattung als Summe einer Haupt- 
gesamtheit der Lebenden erster Gattung und einer Qrundgesamtheit von 



Beispielsweise ist die Zahl der Personen, welche aus der Gene- 
ration des Jahres 1850 das Alter von 50 Jahren erreichen, gleich 
der Zahl der Personen, welche aus dieser Generation den 1. Januar 
1901 erleben, vermehrt um die Personen, welche aus dieser Genera- 
tion nach Vollendung des 50. Altersjahres, jedoch vor dem 1. Januar 
1901 sterben. 

Man kann aach ans den Grundgesamtheiten Sterblichkeitsmaße 

<?? 
(die Elementarwahrscbeinlicbkeiten) konatmieren. w^.^ =• — '"n r ist 

die Wahrscheinlicbkeit eines njährigen, vor Ablauf jenes Kalender- 

Jahres zu sterben, in welches der m* Geburtstag fällt; und w^ = - , ■■ "- 

ist die Wahrscheinlichkeit eines zu Beginn des Kalenderjahres, in 
welchem das »" Altengahr vollendet wird, Lebenden, vor Vollendung 
dieses Altersjabrea zu sterben. 

Die Elementarwahrscheinlichkeiten sind immer Teile der voll- 
ständigen Wahrscheinlichkeiten und zwar annäherungsweise die Hälfte 
der Wahrscheinlichkeit gleichaltrig and gleichzeitig Lebender. 

Die Beobachtung der Grundgesamtheiten gestaltet sich insofern 
schwieriger als die der Haup^esamtheiten von Toten, weil fOr die 
letzteren bloß zwei, fdr die ersteren drei Bestimmungsstflcke gegeben 
sein müssen. So sind die 50 jährigen Toten des Jahres 1900 eine 
(die m.) Hauptgesamtheit; sie zerfallen in die Generationen der Jahre 
1849 and 1850 als die zusammensetzenden Grundgesamtheiten, 
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§ 10. Auwsudimgen d«r Theorie der swelm&ohtlgreu G-e- 
aamthelteu. Die Theorie der Gesamtheiten hat sich für die Lösang 
der komplizierteren Frt^ea der Sterblichkeitemessang als überaus 
fruchtbar erwiesen. Nachstehend werden einige bemerkenswerte Fälle 
der Anwendung behandelt: 

a) Die Formel für die Sterbenswahrscheinlichkeiten Gleichalti'iger 
wurde bereits auf S. 32 aufgestellt, hierbei jedoch bemerkt, daß sie 
fflr den Gebrauch unzu^nglich ist, weil die darin Torkoromenden 
Elemente nicht beobachtet werden. Traneformiert man nun den Zähler 
des Äuedruekes mit Hilfe der Formel yil^, den Nenner mit Hilfe der 
Formel VIU,, so erhält man in derselben lauter der unmittelbaren 
Beobachtung mgätiglicbe Werte. Es ist nämlich 

w - " ' ' '+' ■ {IX) 

Um die Sterbenswahrscheinlichkeiten Gleichaltriger zu entwickeln, 
hat man darnach die Lebenden am T^e der Volkszählung nach 
Altersklassen (bezw. Geburtszeiten) einzuteilen und ans den Toten- 
registem die Grundgeeamtheiten des unmittelbar vorausgehenden und 
folgenden Jahres, welche durch den Zählungstermin seibat begrenzt 
werden, zu konstatieren. So müssen beispielsweise bei Konstatierui^ 
der Sterblichkeit aus der Volkszählung des Jahres 1900 zur Bildung 
des Nenners einerseits die der Generation des Jahres 1850 auge- 
hörigen, am 31. Dezember 1900 noch lebenden Individuen, anderer- 
seits diejenigen Individuen ermittelt werden, welche nach dem 
1. Januar des Jahres 18Ö0 geboren, vor dem 31. Dezember 1900 
nach Erreichung des 50. Altersjahres gestorben sind; zur Bildung des 
Zählers dieselbe Gesamtheit von Toten, andererseits jene Individuen, 
welche vor dem 1. Januar des Jahres 18äl geboren, vor Erreichung des 
51. Altersjahres, jedoch nach dem 31. Dezember 1900 gestorben sind. 

Das diesem Zwecke entsprechende Schema könnte nach folgendem 
Muster entworfen werden. 



Formular II. 



Alter 
(Differenz des 
Zähl- nud Ge- 
burtsjahren) 



Lebende dea 
Giebttrmiihre!) 
am Zahltage 



nach Tollen dving 

d«B Alters n und 

vor Eintritt des 

Zählterminea 



Veratorbeoe 

vor Vollendung 
des Altera n -|- 1 
und nach Eintritt 
des Zähltermines 
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Jeder Verstorbene erscheint durch 3 Stücke definiert. 

b) Sehr häufig kommt es vor, daß der Termin der Yolks^hlung 
nicht mit dem Ende des Kalenderjahres zasammenKllt. Im König- 
reich Sachsen ist der Volkszählungstermin der 1. Dezember jedes 
Qainqaenuiums. Wie sich hierdurch die Gesamtheiten komplizieren, 
geht abermals ans der Fignr 1 heiror. Es ist nämlich fOr Tf^T^' als 
dem Yolkszählungstennin die Sterbenswahrscheinlidikeit in den Zeichen 
der Fignr 

ahf + fhbc + bcä 
"' gf+ahf~bgh' 

nnd daraus ergibt Bich für den Kopf des Zählformulars ohne weiteres 
die folgende Form: 

Formular III. 
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(DUFeien. 

JlhK.) 


LalMode 

d« 


KaleDd«- 


Eklender- 
jBhr »Mb dem 
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Kniender- dem ZtM- 
jahr Dich dem Icrmine folgen- 

ablii-l-I ib-,i + l 
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Hier stehen in Kolonne 3 die Lebendengeeamtheiten gf, in den 
Kolonnen 4—7 der Reihe nach die Totengesamtbeiten ahf, hgb, 
hfbc, bed. 

c) Oftmals sind nicht die zur unmittelbaren Konstruktion der 
Sterbens Wahrscheinlichkeiten erforderlichen Gesamtheiten, sondern die 
Hauptgesamtheiten 3. Gattung, jedoch für Abschnitte eines Kalender- 
jahres (fQr Vierteljahre oder Monate, sogenannte Elementai^esamtheiten) 
gegeben. Es entsteht sodann die Aufgabe, die Hauptgesamtheiten 
erster oder zweiter Gattung näherungs weise zu konstruieren. Im 
allgemeinen läßt die skizzierte Aufgabe drei Fälle zu und zwar 
sind entweder 1. die Alter und die Beobachtungszeiteu für den Eintritt 
des Todes in gleichen Abschnitten und zwar Bruchteilen eines 
Jahres; oder 2. nur die Alter oder 3. nur die Beobachtungszeiteu in 
diesen Abschnitten, die restierenden Stücke jedoch in ganzen Jahren 
gegeben. Alle diese 3 Fälle erled^en sich in den nachfolgenden, für 
die Todesfälle von Kindern im 1. Lebensjahre entworfenen 3 Figuren 
3i, 3s und 3g. 

Es werden in einem ebenen rechtwinkligen Koordinatensystem 
auf der Abszisse die Eintrittszeiten des Todes, auf der Ordinate die 
Gebartszeiten der Generationen aufgetragen. Im Koordinatenanfangs- 
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punkte liege der Anfang des dem Beobaditungsjahre vorau^ehenden 
Jalires. Die Distanzen zwischen den engeren Parallelen bedeuten die 
Abeclinitte des Jahres oder Alters, in welchen die Beobachtung statt- 
findet (y^ Jahr). 

Im ersten Falle sind innerhalb zweier Altersjahre und zweier um 
ein Jahr unterschiedenen Ealendert^e, sohin in der Uauptgesamt- 
heit 3. Gattung abed 16 verschiedene Elementargesamtheiten a, ent- 



Flff. S., Fig. S,. Hg. »,. 

halten, wobei sich der Index i auf das Alter des Individuums beim 
Tode und q auf die Sterbezeit bezieht. Die einen Bestandteil der 
Hauptgesamtheit erster Oattimg acde bildende Gtundgesamtheit acd 
setzt sich näherungsweise wie folgt zusammen: 

acd — -^{a^i + a,t + *,» + ««) + «u + «is + «i* + ^s + «»« + «m- 

Im zweiten Falle setzt sich die Hauptgesamtheit 3. Gattung aus 
4 Elementarparallelogrammen zusammen, welche der Reibe nach, je 
nach dem Todesalter mit «i, Oj, «j, «i bezeichnet werden sollen. Nahe- 
rungsweise kann die Grundgesamtheit acd wieder, wie folgt, gebildet 
werden: 

acd - ~ (7(1, + 5% + Za^ + a,). 

Im letzten Falle setzt sich die Hauptgesamtheit 3. Gattung 
gleichfalls aus 4 Elementarparallelogrammen zusammen, welche wieder 
der Reihe nach, je nach der Sterbezeit mit a,, (4, o,, a^ bezeichnet 
werden sollen. Die Grundgesamtheit acd wird sohin gebildet aus 

acd = y (oi + Soj + 5a, + 7a^}. 

Die ganze Hauptgesamtheit erster Gattung wird selbstverständ- 
lich nur erhalten, wenn auch die Beobachtungen für das Folgejahr 
angestellt werden können. Es ergibt sich sodann für acde, wenn 
man die Elementargesamtheiten des Folgejabres durch Striche gegen- 
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Qber den analogen Elementargeaamtheiten des Beobachtongsjalures 
kenntlich maclit und zwar für den ersten Fall: 

acde - -g- (a,, + o'n) + o^j + a„ + <h^ + a\^ + — {a„ + a„) + «,, 
+ ^t + «V + o'm + Y (»M + ö'm) + «m + o'^i + a'u + a « 
+ y («« + »'44)7 
fSr den zweiten Fall 

- i [(7», + 0-,) + (60, + 3o-,) + (3«. + 6«-.) + (», + 70], 
für den dritten Fall endlich 

- y K% + '^ö'i) + (3«» + 5«*j) + (5«s + Sw'a) + (7«* + «'*)]■ 

Der Erfolg dieser NShemng hangt teile von der Anzahl der 
Teile, in welche die Gesamtheiten zerlegt werden, teils von der Art 
der Elementarparallelogramme ah- Die weitans größte Genauigkeit 
liefert die Zerlegung nach 3^. Oh die Zerlegung nach 3j oder 
3j bessere Dienste leistet, hängt davon ah, ob die Veränderung der 
Elementargesamtheiten mehr durch die Änderungen nach dem Alter 
oder nach der Beobachtungszeit beeinfluflt wird- 

Die Zerlegung Ton Hauptgesamtheiten in Elementargesamtheiten 
wird in zahlreichen E^en, insbesondere znr Ermittlui^ der Kinder- 
sterblichkeit benQtzt. Bei Kindern des ersten Lebensjahres gibt 
man beispielsweise die Todesfälle öfters nach Alters- und Sterbe- 
monaten an. In solchem Falle werden unter den 144 Elementar- 
gesamtheiten der Hauptgesamtheit dritter Gattung (acde) der ersten 
Haupt^esamtheit: 

1. die Hälfte der im Januar zwischen dem 0. und 1. Altersmonat 
Verstorbenen ; 

2. die Hälfte der im Februar zwischen dem 1. und 2. Altersmonat 
und die ün selben Kalendermonate zwischen dem 0. und 1. Alters» 
monat Verstorbenen; 

3. die Hälfte der im März zwischen dem 2. und 3. Altersmonat und 
die im selben Kalendermonate zwischen dem 0. bis 2. Altersmonat 
Verstorbenen 

nsw. angehören. 

Wurden die Toten nur nach Kalendermonaten ausgewiesen, so 
wird man aus den im Januar Verstorbenen (gemäß Figur Sg) sj, »ws 
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den im Februar Verstorbenen ^, aus den im März Verstorbeaea 
^ usf. anasondem nnd zur Gesamtheit ade Tereinigen. 

Nach Lexis (Abbaudlimgen zur Theorie der BeySlkertmgs- and 
Mordstatistik) wurde die Kinderiterblichkeit nach dem Schema der 
Figur 3^ in Belgien bis zum Jahre 1864 gegeben. Für Prenßea 
werden die Verstorbenen des ersten halben Monates nach T^eu aus- 
gewiesen; in Frankreich wurde die Kindersterblichkeit zwischen 
— 1 Monat, 1 — 6 Monaten und 6 — 13 Monaten angegeben. Die 
italienische Statistik gibt die Unterabteilungen für das 1. Altersjahr 
von 0—1 Monat, 1—3, 3 — 6, 6 — 9 und 9 — 12 Monaten. 

d) Zwischen den Sterblichkeitskoeffizienten und den Sterbenswahi> 
scheinlichkeiten gleichzeitig oder gleichaltrig Lebender besteht ein 
ziemlich einfacher anal;tiscber Zusammenhang, welcher an der Hand 
der Figur 1 abgeleitet werden soll. Bezeichnet man als Sterblichkeits- 

koeffiienten q = z — r-r-, dann kann man bcde zunächst in die beiden 

^ bc -\-de' 

Grundgesamtheiten hcd und bde zerlegen und die Beziehung 

bde ; abc •^ de:be 
benfitzen. Man schließt sodann 



e — hcd + abcj- — abcd + abc — j- — ■ — atcd 



+ de 



Dividiert man beiderseits durch — ~ — und nennt — r-- ■ 
80 erhält man 



Setzt man hingegen q^ — , so wird man nach Zerlegung 

des Zählers in die Grundgesamtheiten die Relation cdi : bde =-cd-be 
benutzen. Es besteht sodann 

bcde — bcdi ■ ■ o ~ j ~ > 
woraus wieder folgt 

g, — — j- — -T r— j — oder enduch w, — — ^ 

^' ed bc — bcd tc- » a. 
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Zu einer anderen Ableitung der Bezielinng zwiscb«i Sterbens- 
'wahracheinlicbkeit und Sterblicbkeitskoeffizientan gelangt man durch 
den*) Satz, da& die Sterbetuvahracheinliehkeit einer durch Zugang 
and Abgang sich ändernden Bevölkerung dem Quotienteii auB den 
Toten durch die Summe der Lebenden und dem halben Inhrement 
der Wanderungen ^ich sei. Qemäß der Bezeichnungen der Figur 1 
erhält man: 

bade 
w 

Nun ist hcde — hc ■'f be — cd — de und somit 
^ %bede 

he-\- ed-\- bade ' 
was man in den schon bekannten Bezeichnungen fQr die Lebenden- 
und Totengesamtheiten auch schreiben kann: 



§ 11. Anderwaitige DarsteUnng der Bwelm&ohtigen O«- 

aamthelten. Einen sehr breiten Baum in der Literatur nimmt 
Knapp-Zeuners Darstellung der Lebenden- und Totengesamtheiten 
sowie des letzteren Repräsentation dieser Gesamtheiten im Baume ein. 
Nach ihm werden die Tiebendenmassea als Kontinuea zweier unab- 
hängig Veränderlichen, des Alters und der Geburtszeit, angefaßt. In 
jedem sehr kleinen Zeitteilcben werde nämlich eine sehr kleine, durch 
die Geburtszeit bestimmte, der Größe des Zeitteilchens proportionale 
Menschemnasse f{o, t) dt geboren; Ton dieser erreichen f(x, i) dt In- 
dividuen das Alter x und sterben im Alter x bis zum Alter x + dx: 
f(x, f)dt-f(x + dx, ()dt- -M^ dxdt Individuen. 

Hieraus lassen sich die Gesamtheiten der Lebenden und Toten 
rechnungsmäßig entwickeln. Es ist die L Haup^esamtheit, der 
Lebenden, also der Lebenden, welche zwischen ^ und ^ geboren, das 
Alter a: — 6 erreichen: 

''f{l,t)dt (S.) 



■-/' 



Um sodann die II. Hauptgesamtbeit, also die Gesamtheit der 
Individuen zu erhalten, welche zwischen den Altern x-^ und x^ die 
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Zählzeit X '^ z erreich«ii, hat man in dem letzteren Integral für t auf 
Grundlage der Beziehung a; -f- ^ = ' die Variahle x zu substitoieren and 
T selbst konstant, beispielsweise « e anzunehmen. Diese Yoransaetzung 
ei^bt zunächst fUr dt^ — dx and sodann für die gesuchte Gesamtheit 

F;-/" ff {x, z-x) dx- (X ,) 

Man kann selbstTerständlich die beiden eben entwickelten Formen 
auf andere Variabeln und Grenzen überfuhren. So wird, wenn man 
in 2^ statt t die Variable x einsetzt: 

r''"-_/V{|,r-|)<i., 

und wenn man in Xj statt x die Variable / substituiert: 

V,'^'~ff{z-t,i)dt. 

Es bestehen sohin für die Gesamtheiten mehrere Darstellungs- 
weisen und insbesondere ist 

■p'i/'i_ yJ^ sowie F'''''= V*^^ 

Die Gesamtheiten der Toten werden durch das Doppelintegral 

nach dem Differential -i-^dxdt dargestellt Die verschiedenen 

Gattungen desselben resultieren, je nachdem die Integrationsgrenzen 
sich ändern, und zwar muß das Doppelintegral bei der 

J. Hauptgesamtheit der Toten, d. i. den Indiriduen, welche zwischen 

zwei Altem und zwei" Gebiirtszeiten sterben, zwischen zwei festen 

Grenzen Ton x und <; bei der 
H. Hauptgesamtheit der Toten, d. i. den Individuen, welche zwischen 

zwei Geburtszeiten und zwei Kalenderjahren sterben, zwischen 

zwei festen Grenzen von t und cj bei der 
m. Haupt^esamtheit der Toten, d. i. den Individuen, welche zwischen 
' zwei Altem und Kalenderjahren sterben, zwischen zwei festen 

Grenzen von x und t; 

endlich bei den Elementar gesamtheiten zwischen zwei festen 

Grenzen der t und ferner einer in x variablen Grenze der x an 

der Eingangs-, sowie einer festen Grenze der x an der Ausgaogs- 

seite oder zwischen zwei festen Grenzen der t und einer festen 

Grenze der x an der Eingai^s-, sowie einer in x variablen 

Grenze der r an der Ausgangsseite 
genommen werden. 
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Bei EiafllbrtiDg der Grenzen ei^eben sich, wie man oline Schwierig- 
keiten ableiten kann, sofort die ia IV bis Yl rnid YEII abgeleiteten Be- 
ziehungen zwischen Lebenden- and Totengesamtheiten. Die Totengesamt- 
heiten sind nämlich sämtlich in der Formel — / f -^-^ da; cff enthalten; 
führt man also die Integration über daa partielle Differential anter 
Festhaltong eines bestimmten t durch und bezeichnet den Wert von x 
für jedes beliebige t an der oberen (rechten) Grenze der Gesamtheit 
mit X,, an der unteren (linken) Grenze der Gesamtheit mit Xi, dann 
erhält man 

M~-Jf^-^dxdt=Jfix^,t)dt ~Jf{x,,t)dt, (XI) 
■' ■" 

worin t^ xcaA ^ die äußersten Gfoburtszeiten des geschloseenen Baumes 
bedeuten. 

Die Figur 4 veranschaulicht an einer völlig allgemeinen Toten- 
gesamtheit die Bedeutung des in (XI) gefundenen Resultates. Beide 
Integrale auf der rechten Seite der Gleichung 

sind Lebenden geaamtheiten, weil sie die Gesamt- ' ^^ — ^ 

heit der Schnittpunkte der Individuallinien mit 
einer querdurchlanfenden Schnittlinie enthalten, 
und zwar ist das erste Integral die Gesamtheit 
der Lebenden, welche in die Totengesamtheit ein- 
treten, und das zweite Integral die Gesamtheit ^ _ 
der Lebenden, welche aus der Totengesamtheit ^ 

austreten. Sohin ergibt sich der vöUig allgemeine 

Satz: Jede hdiebige Totmgesamfheit "kommt der Differenz der m dieselbe 
eintretenden und der aus derselben austretenden L^endengesamtheiten 
gleich. Die ans den Formeln (IV) bis (VI) und (VIII) abgeleiteten 
Sätze sind nur spezielle Fälle dieses Theorems. 

Die Knapp-Zeunerache Darstellungsweise der Gesamtheiten ist in 
zahlreichen Fällen angewendet worden. Die wichtigste Anwendung 
dürfte in der Darstellung der Gesamtheiten mit harschender Absterbe- 
Ordnung — das sind Gesamtheiten, deren Absterben nur vom Alter, 
nicht aber von der Zeit der Geburt ablmngt — bestehen. Für diese 
läfit sich die obige Funktion f{x, t)dt als Produkt zweier Funktionen 
<p{t)dt ■ ^{x) ausdrücken, wobei tp(()dt die- in der Geburtszeit ( bis 
t + dt Geborenen, die Geburtenfolge und ^(»(a;) die Absterbeordnung 
bedeutet. Man erhält sodann: 

1. als Lebendengeaamtheit I. Gattung: 
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y's"- -ßltldt*(x) - ♦(«)[«'(« - »((,)], 

wena das unbestimmte Integral Ton fp{t)dt mit 0(() bezeichnet wird. 
Man findet sohin für eine hemcbende Abgterbeordnung die ans einer 
Zeitstrecke Geborenen, das Alter x Erlebenden, wenn man die Zahl 
der Geborenen mit dem Werte der Absterbeordnnng für dieses Alter 
multipliziert; 

2. als Lebendengesamtheit IL Gattung: 

'T''^ = -f<p (e - x) p(x) dx. 

Aus der Form des Integrales ergibt sich sofort, daß eine Trennung 
der Absterbeordnung von der Geburtenfolge im allgemeiaen bei den 
Haupigesamtheiten der Lebenden II. Gattung nicht möglich ist. 

3, als Hauptgesamtheiten der Toten völlig allgemein: 



-ididt. 



Bei der ersten Eauptgesamtheit der Toten ist zwischen festen Grenzen 
von X und t zu integrieren, und man findet: 

K\',X — [♦(».) - * W]!»») - »(«]■ 

Die ans einer bestimmten Generation zwischen zwei Altem Sterbenden 
kommen dem Produkte der Geborenen di^er Generation mit dem 
Unterschiede der Werte der Absterbeordnung zu Beginn und am Ende 
des Alters gleich. Als Quotient von -M^'^"* und von V'^''' ei^bt sich 
1 — ^^w das sind die Werte der Sterbenswahrscheinlichkeiten. 

Bei herrschender Absterbeordnung führt demnach der Quotient 
der Verstorbenen I, Gattung und der Lebenden I. Gattung unmittelbar 
zu den Sterbenswahrscheinlichkeiten, welche Gämrtenfolge auch besteht 

Die beiden anderen Ekinptgesamtheiten der Toten führen nicht 
unmittelbar zu den Sterbenswahrscheinlichkeiten. Diese werden, wie 
oben erwiesen wurde, immer auf Hauptgesamtheiten der Lebenden 
IL Gattung und demnach auf Funktionen reduziert, für welche die Aus- 
sonderung der Absterbeordnung von der Geburtenfolge nicht gelingt. 

Knapp hat aus der Aussonderungsfähigkeit der Absterbeordnung 
«inen besonderen Vorzug für die I. Hauptgesamtheiten der Toten 
und der Lebenden abzuleiten versucht; diese Eigenschaft geht aber 
verloren, wenn die Annahme der herrschenden Absterbeordnung nicht 
zutrifft. 
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Auch eine geometriBche Yerdeutlichtmg ward« zur DarsteUtuig 
der Lebenden- nnd Totengesamtlieiten als Eontinnea zweier onabliäD- 
giger Variabler von Zenner gegeben. Trägt man nämlich die Werte 
der Funktion n — f(x, {) als Parallele zur ^Acbse in einem dreiachsigen, 
rechtwinkligen Koordinatensystem mit x als Abszisse nnd ( als Ordi- 
nate au^ so ergeben die Endpunkte eine kontinuierliche Flache, „die 
Lebensäache" (Fig. 5). 

Die TerschiedeDen Lebenden- nnd Totengessmtheiteu werden wie 
folgt dai^estellt: 




1. Das unendlich kleine Rechteck f(o, ti)dt in der 20 f-Ebene MNPQ 

> 
ist die Gäntrtenmenge in der Zeit tj^ bis ^ -]- dt; die Fläche jfip, t)dt 

h 
die Oeburtenmenge von der Zeit ^ bis ^; die Linie ah die Geburten- 
folge; das unendlich kleine Rechteck Mj^N^P^Q^ also f{x, t)dt die 
Gesamtheit der Überlebenden der Geburtemuenge f(p, £)dt des Alters 
x; endlich die Projektion jenes Stfickes der Lebensäache auf die eot- 
Ebene, welches von f{x, f}dt und f(x + dx, {)dt abgeschnitten wird, 
P^'N^P^N,- das Totendifferential -^-f^dxdt. 

2. Der Schnitt der Lebensfläche mit einer Parallelebene zu xoe, 
tj^SjWi stellt die jeweilig Überlebenden der ^ Geborenen, sohin die 
Absterbeordnnng dar, 

3. Di« Gesamtheit der Lebenden I. Gattung (M^N^QiP^ als eine 
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I. Di« Leim von den gtatiatifichea Gesamtbeiten. 



eudliclie Flädie gedadii) kommt dem Inhalte jener Fläche auf der im 
Abstände vom Eoordiu&tenanfai^punkte x — S liegenden Parallel- 
ebene zu eot gleich, welche durch den Schnitt der Lebensfläche, die 
Schnitte mit den Far^elebenen zu xos im Abstände ^ and ^ und 
den Schnitt mit der xo^-Ebene begrenzt wird. 

4. Die Seaamtheit der Lebenden II. Gattung kommt dem In- 
halte der Projektion von M^N^FiQ^ auf die iCO«-Ebene MN^P^Q 
gleich. Erstere Fläche befindet eich aof einer auf der xo^-£bene 
senkrechten, nm 45^* gegen die xo^-Ebene und i^o^-Ebene geneigten 
Ebene und wird durch den Schnitt mit der Lebensfläcbe, die Parallel- 
ebenen zn eot im Abstände x^ und x^ und die xof-Ebene begrenzt. 
Der uniegrmzte Schnitt einer solcher Ebene mit der Lebensfläche 
bezw. deren Projektion repräsentiert die Ergebnisse einer Yolks- 
zählung. 

5. Die Gesamtheiten der Toten sind die Projektionen von Stücken 
der Lebensfläcbe auf die Ebene eot, welche je nach der Art der Ge- 
samtheit durch die Schnitte der verschiedenen Lebendengesamtheiten 
mit der Lebensfläcbe begrenzt werden. 

6. Die Lebenden- und Totengesamtheiten auf der ^of-Ebene sind 
sämtlich durch krumme Linien abgegrenzt. 
Wenn man als Repräsentationen jedoch die 
entsprechenden Projektionen der Lebens- 
fläcbe auf die lEof-Ebene auffaßt, dann 
erhält man durchweg geradlinige Figuren. 
In der nebenstehenden Figur 6 sind die 
Lebendengesamtheiten I. Gattung kurz- 
weg mit AB, die Lebendengesamtheiten 
II. Gattung mit SC und die verschie- 
denen Totengesamtheiten mit ABCD 

{tQMjmg),BCDE(U..Qa.ttaDg),SCDF 
(III. Gattung) bezeichnet. Lexis hat die letzterwähnte Repräsentation 
zur Entwickelung der bereits abgeleiteten Lehrsätze über die Gfesamt- 
heiten in Vorschlag gebracht (Abhmidlungen aus der Theorie der Be- 
völkerungs- und Moralstatistik). 

Prinzipiell unterscheidet sich die Darstellungsweise Beckers von 
der nach Zeuner und Lexis dadurch, daß bei der ersteren auf den 
Koordinatenachsen durchwegs gleiche Qu^iläten, nändich Zeiten (Ge- 
burts- und Beobachtungszeiten), bei den beiden letzteren ungleiche 
Qualitäten (Geburtszeiten und Alter, ev. verbunden noch mit Leben- 
den) dai^estellt werden. Der Koordinatenaufangspunkt ist sodann, je 
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nachdem er Ansgangspunkt der einen oder anderea Achse ist, immer 
TOn anderer Wesenheit. 

Ans der Zennerschen Darstelltmgsweise wnrde eine besondere 
Dentong fär den Zweck der Ermittelimg der Gesamtheiten abgeleitet: 

Das ^Endziel der Beohachtwng der GesamUieiten sei nicht die Jlh 
sterbeordnung , sondern die Kennhiis der Ld)mden nach ihrem Älters~ 
aufhau zu jeder beliebigen Zeit, demnach die Kenntnis der Lebensfläche. 
Zu ihrer Darstellung führt die Feststellung des JMersaußaues m einer 
gane besUmmien Zeit im Wege der Volkszählung, sowie die FeststeUimg 
von Zu- und Abgang — durch Wanderung und Tod — demncK^ des 
Bevolkerirngswechsels im Wege jährlicher Registerführung. 

§ 12. Dl« drelm&ohtlgen OeMUntheit«il (VorbemerkungeuJ. 
Die dreimSchtigen Geaamtheiten können ganz in Analogie der zwei- 
mächtigen Gesamtheiten behandelt werden. Sie zerfallen wie diese 
in ein- oder zweidimensionale Gesamtheiten, je nachdem die Werte 
der einen Ursache für alle Individuen gleich sind und die der beiden 
anderen Ursachen wechseln, oder jedes Individuum zu verschiedenen 
Werten aller drei Ursachen gehört. Es sollen die ersteren Flächen- 
gesamtbeiten, die letzteren Raumgesamtheiten beißen. Anck 
hier kann es wie bei den zweimäcbtigen Gesamtheiten zu einer stets 
wachsenden, derselben Maßzahl angehörigen ATi7Jibl von Individuen 
nur kommen, falls fQr dieselbe Fläcbengesamtheit die Verschiedenheit 
in engen Grenzen der beiden, für dieselbe Raumgesamtheit diese Yer- 
Bcbiedenheit der drei wechselnden Ursachen zugelassen wird. Zu 
jeder Fläcbengesamtbeit gehört daher ein Träger und die Begrenzung 
durch zwei Ursachen, zu jeder Raumgesamtheit die Begrenzung durch, 
drei Ursachen. 

Die Theorie der dreimächtigen Gesamtheiten soll an den Lebenden- 
und Toten gesamtheiten ausgelesener Leben erörtert werden. Die 
Sterbenswahrscheinlichkeiten derselben hängen nämlich außer von den 
Ursachen der Sterbenswahrscheinlichkeiten der Bevölkerungsstatistik — 
dem Alter und der Geburtszeit — noch von einer weiteren Ursache, 
der Versicherungsdauer, ab.') 

') Die Abbängigkeit nach dei VersicheraugBdaner ist eiaeraeita als Folge 
der ärztlichen Auslese, auderetseits des freiwilligen Austrittes ans der Ver- 
ucberungBaastalt anEnaehen. Die Versichernngsworber werden Dämlich beim 
Eintritt ob ihiea OeanndheiteznBtandes imtennclit. Ton Tomherein steht zn er- 
irarten, dafi das von den Ärzten ansgeleseue Material eine niedrigere Sterb- 
lichkeit haben müsse, als die Leben der allgemeinen BeTOlkemng. Die ge- 
ringere Anfangssterblichkeit geht jedoch einer rapiden Stoigemng zu; einerseits. 
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Audi bei den dreimächtigen Gesamtheiten kann man zmn Zwecke 
der leichteren Übersicht von der geometrischen Bepräaentation Öebraach 
machen. In Analogie der Repi^entation der Gesamtheiten der all- 
gemeinen Berölkerung nach Becker kann man anf den Achsen eines 
rechtwinkligen Ranrnkoordinatensystems und zwar auf der a>Achse 
die Zeit der Beobachtnng, anf der ^-Achse'die Zeit des Eintrittes in 
die Versicherong^^sellschaft, anf der z-Achse die Gebnrtszeit auf- 
tr^Rn. Der Koordinatenanfongspankt repräsentiert zweckmäßig fSr 
alle drei Achsen deiuelben Zeitpimkt. Dann folgt: 

1. Jeder Versicherte ist dnreh seine Glebnrtszrat nnd seine Ein- 
trittszeit bestimmtj seine Lebenemomente li^^ sohitt in einer auf 
der Ebene yoe senkrechten Geraden. Jeder Punkt einer solchen 
Geraden ist ein Lebensmoment, der Endpunkt der Todespunkt. Die 
E«präaentationslinien der Individnen soUen IndividudUmien heißen; 
sie sind zur a^Achse parallel. AUe Ebenen, welche parallel zur ar-Aohse 
li^en, können eine oder mehrere IndiTiduallinien g^zUch in sich 
enthalten und heißen Individwüehenfn. 

S. Die Individualebenen haben stets sehr wenig IndiTiduallinien 
in sich, können daher niemals Träger einer Gesamtheit sein; dag^en 
sind alle Mächen, welche jede Indiridualhnie hSchstens einmal schneiden, 
/ sohin insbesondere alle Ebenen, 
welche nicht mit Individualebenen 
zusammenfallen, als Tr^er von 
Lebendengesamtheiten möglich. Die 
in einem geschlossenen Baum ent- 
haltenen Todeaponkte sind die Toten- 




3. Über die Bedeutung der 
wichtigsten Ebenen und Linien gibt 
die Figur 7 Aufschluß. Die Ebenen 
parallel zur :roy-Ebene enthalten 
die zur selben Zeit Geborenen, welche 
zu Terschiedeneo Zeiten eingetreten 
sind und repräsentieren die Menge der Individuen gleicher Geburts- 
zeitea. Die Ebenen parallel zur xoB^^ibwa» enthalten die zur selbai 

ireil Selektion uoi AniBonderong der ncfttiich muidarirertigeu Bisken ist nnd in 
einer gewissen Zeit immer die latenten Scl^den herroitreton; ftndirerseita weil die 
getundtjerbleibenden Hiaken ana vielüchen, zameict wirtachaftlichen üraftchen 
von der YerHichening freiwillig in stärkerem Maße, Ah die wknnkenden Riakeu 
zurfickbeten . 
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Zeit in die Gesellachafl; EingetreteDSD, welche zn v^scUedenen Zeiten 
geboren sind und repräeentieren daher die Menge der Individuen 
^ieher Eintrittszeiten. Die Ebenen parallel zu yoz endlich ent- 
halten die ziu: selben Zeit vorhandenen, in verschiedenen Zeiten ein- 
getretenen und geborenen Peraonen und repräsentieren daher die 
Gesamtheiten der gleichzeitig Lebenden. 

4. Von großer Bedeutung sind ferner die drei Systeme von 
Ebenen (EbenenbQschel), welche zu den durch eine Koordinatenachse 
gehenden, zu den beiden anderen Eoordinatmachsen um 45" geneigten 
Ebenen parallel sind. Die Ebene durch die x-Achse : xoE enthält 
olle Individuallinien, für welche die Zeit des Eintrittes der Zeit der 
Öebtirt gleich ist, somit alle Lebenspunkte der seit der Geburt 
Versicherten. Die Parallelebenen zu dieser* repi^sentieren die Indi- 
Tiduen gleicher Eintrittsidter. Die Ebene durch die y- Achse : yoG- 
enthSlt die Geburtenpunkte im allgemeinen; die Parallelebenen sind 
die Gesamtheiten Gleichaltriger. Die Ebene durch oz : xoB enthält die 
Eintrittspunkte sämtlicher Versicherter. Die Paralldlebenen sind die 
Gesamtheiten der Individuen gleicher Versicherungsdauer. Die drei 
Ebenen xoE, yoG und eoS schneiden sich in der Geraden oF, dem 
Träger der Geburtenpunkte der seit Geburtszeit Versicherten. 

5. Die in die Beobachtung der Versicherungsgesellschaften fallenden 
Lebenspunkte liegen in einer dreiseitigen Pyramide, deren Scheitel 
in den Eoordinatenanfangspunkt fällt und welche als Kanten die 
Geraden OF, OB und OC hat, aohin in der Pyramide OBCF. 

6. Jede Individuallinie läßt sich als Schnittlinie von Parallel- 
ebenen zu xoz, xoE, xoy auffassen. Es kann eohin jedes Individuum 
als Summe der Lebenspunkte der zur selben Zeit Geborenen und 
Eingetretenen (repräsentiert durch den Schnitt des xoy- und des 
iT 02- Systems), der zur selben Zeit in einem bestimmten Lebensalter 
Eingetretenen (repräsentiert durch den Schnitt des xoE- und xoe- 
Systems), der zur selben Zeit Geborenen eines bestimmten Beitritts- 
alters (repräsentiert durch den Schnitt des xoy- und ^^o^-Systems) 
dai^estellt werden. 

7. Zu ein und demselben Individuum gehören mehrere Individual- 
linien, wenn das Individuum auf Grund rerschiedener Auslese mehr&ch 
versichert ist. Dieselben liegen jedoch sämtlich in einer Parallelebene 
zur a;oy-Ebene. 

Man nennt mehrfache Versicherungen, welche zur Bildung 
mehrerer Individuallinien für dieselbe Person Anlaß geben, ,fiigent- 
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Uck^' MehrrerBichenmgen , alle anderen „uneigentli4:ktf MehrrerBicte- 
mngen.') 

Nach solchen Auseinandersetzungen ist es leicht, die Anzahl der 
Lebenden- und Totengeaamtheiten, sowie die Art derselben und die 
Beziehnngen der Gesamtheiten unter einander zu entwickeln tmd zu 
zeigen, wie viele Walmeheinlichkeiteu sich daraus ei^ben und welchen 
Ton ihnen in praktischer und theoretischer Beziehung der Vorzug 
gebohrt. 

Bevor jedoch in diese Erörterungen eing^angen wird, soll 
eine Bezeichnungsweise eingeführt werden, mit Hilfe deren die Be- 
deutung der Resultate leichter öbereehen wird. Die Qesamtheiten der 
versicherten Individuen (gleichgültig, ob Lebeade oder Verstorbene) 
sind stets durch drei Angaben bestimmt: die Qeburtszeit o^, die 
Eiutrittszeit o, und die Beobachtungszeit Oj. Diese Angaben werden 
durch die Systeme der PaiaUelebeuen xa xoy, xoe, yoe repräsentiert 
Aus denselben kann man durch Subtraktion je zweier Werte und 
zwar durch a, — a^ ^ a^, das Eintrittsalter, durch a^^ a^'— a^^ das 
Beohachtungsalter, endlich durch Oj — o, = Oj, die Versicherungsdauer 
ableiten, welche wieder durch die Systeme der Parallelebenen zu 
xoE, yoG, goS dargestellt werden. Die in Frage kommenden 
Ebenensysteme sollen in der Folge kurzweg mit Oj, o,, %, a,j, a,j, a,g 
bezeichnet werden. 

Statt ein Individuum durch o,, Oj, Og zu bestimmen, kann 
es auch durch ii^nd eine Verbindung einzelner dieser Zahlen mit 
den Resultaten %,, o^,, Oj, definiert werden, wobei nur zu beachten 
ist, daß in der Verbindung keines der wesentUchen Bestimmungs- 
stücke verloren geht.*) Solche Verbindungen sind beispielsweise 
ttj, o,, %( oder %, o,, a„ oder o^, (i^j, a,, usf. jedoch nicht a^, Oj, a^. 
Die Theorie der Gesamtheiten befaßt sich mit der Summe der durch 
dieselben Merkmale definierten Individuen gleicher Art. Aufgab« 
derselben ist es, nachzuweisen, welche Qesamtheiten und Sterblich- 
keitemaSe Überhaupt möglich sind, bezw. welche Gesamtheiten und 
daraus resultierende Sierbliehkeitsmaße die geringste Mühe bei ihrer 
Darstellong fordern. 

1) Die ereteren entot«hen durch Auslese an verschiedeiier Zeit; die letzteien 
werden auf Gtmnd derselben AuHleae, vielfach als gkieheeitige Versicherungen, 
im Wege der Redaktion, Abänderung oder Teilung der ursprünglichen Ver- 
sicherung aufscheinen. 

2) Man erkennt derartige Verbindungen schon äußerlich am Indei der a, 
welche inuner alle drei Ziffern 1, 2 und 3 enthalten mÜBgen. 
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§ 13. Die Lebendengesamliheiten der Verslohertan. Öe- 

mäß den bisherigen Entwickelungen gibt es, wenn man die Träger 
der Öesamtbeiten auf die in Figar 7 dargestellten sechs Ebenen- 
systeme beschränkt und die Gesamtheiten desselben Trägers aJs zur 
selben Oattong gehörig bezeichnet, im ganzen drei Gattungen von 
Lebendengesamtheiten und zwar das Parallelsystem zor 
£0^-£bene — cEj, dessen Gesamtheiten knrzw^ als englische G^iamt- 
faeiten oder Gesamtheiten gleichzeitig Lebender, 
goS-Ehene — Ojg, dessen Gesamtheiten knrzweg als Ootha-Gesamtheiten 

oder Gesamtheiten gleicher Versicherungsdaaer, 
yoG-Ebene — Ou, dessen Gesamtheiten kurzweg als deutsche Gesamt- 
heiten oder Gesamtheiten Gleichaltriger 
bezeichnet werden sollen. 

Jede Gaüimg von Lebendei^esamtbeiten zerfällt in mehrere 
Jrten je nach den Grenzlinien. Diese letzteren können durch die 
Schnittlinien mit den reetierenden 5 Ebenensystemen gebildet wer- 
den. Die Zahl nnd Art der Begrenzungen ist durch die Zahl und 
Art der geschlossenen Figuren, welche aus diesen Linien erzeugt wer- 
den können, bedingt. Begrenzungen gibt es, nachdem jedes Ebenen- 
System sieh mit 2 Parallelen an den Figuren auf jedem Träger beteiligen 
kann, 1 Zehneck, 10 Neunecke, = 45 Achtecke, - — ■ ■ = 120 

Siebenecke usf. Bei genauer Erwägung erkennt man aber leicht, 
daß die Figuren wesentlich an Zahl vermindert werden, weil die 
Schnittlinien aus verschiedenen Systemen vieliach zusammenfallen. 
Diesbezüglich ist der unmittelbar einleuchtende Satz von Wichtigkeit, 
daß zwei Ebenensysteme, welche sich in einem Parallelsystem schnei- 
den, das zum Träger parallel ist, auch immer dasselbe System ron 
Schnitüiuien auf dem Tr^er Eo^eagen. Es ist nun leicht zu sehen, 
daß unter den 5 Parallelsystemen immer je 2 Paare zu einer und 
derselben Geraden parallel liegen. So erzeugen auf jedem Träger 
Of die Ebenensysteme o^ und o^g, femer die Ebenensysteme o, und 
Og,; auf jedem Träger o,, die Ebenensysteme a, und o, sowie Og, und 
djj; auf jedem Tr^er Ogg die Ebenensysteme a^ und Oj, sowie o^j 
und Ojg dasselbe System von Schnittlinien. Daraus folgt, daß auf 
jedem Tr^er uor drei verschiedene Linieneysteme entstehen und 
zwar, wie die für jeden Tr^er im einzelnen durchgeführte ünter- 
sachong zeigt, auf allen drei Til^m die gleichen Systeme, nämlich 
Oj, Oj und Oj,. 

Die auf einem Träger befindlichen geschlossenen Figuren werden 
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soliiii durcli drei PsrallelBysteme erzeugt, toh welchen einea, nämlicli 
«ij, Tim 45° gegen die beiden anderen aufeinander Benkrechtexi Oj und 
»2 geneigt ist. Die darana hervoi^ehenden Begrenzungstypen wurden 
aber bereit« bei den Totengesamtheiteo der a%emeineu Bevölkerung 
(den zweimäohtigen Gesamtheiten) abgeleitet. 

Durch Übertragung der fQr diese gefondeuen Resultate erhält 
miui die folgenden Sätze: 

1. Die komplizierteBte Begrenzung einer Lebeudengesamtheit ist 
ein Sechseck; aus diesem sind sechs Fünfecke, drei ParaUelogramme, 
sechs Trapeze und zwei Dreiecke ableitbar. 

2. Wird Ton den Sechsecks-, Fünfecks- und Trapez-Oesamtheiten 
wegen der umständlichen Darstellung abgeeebea, dann verbleiben die 
drei Parallelogramme als Begrenzungen filr die Hauj^igesatnffieii&i und 
die beiden Dreiecke als Begrenzungen für die Grundgescmifheiten. Es 
sollen demnach zunächst die HauptgesamtheUen der Lebenden be- 
handelt werden. 

Behufs einfacher Darstellung werden diese Lebendengesamtheiten 

mit V bezeiclmet und wird ihnen am FuBe ein den Trager, am Eopfe 

ein die Begrenzungen charakterisierender Index beigefügt. Ferner 

sollen in allen drei Lebendengattungen als 

L Hauptgesamtheit die Leben gleicher Geburtszeit und Eintrittszeit, 

sohin V;\ V^, V^^, 
II. Hauptgesamtbeit die Leben gleicher Geburtszeit und gleichen 

Eintrittsalters, sohin T^/*, T^;'*, T^;", 
III. Hauptgesamtheit die Leben gleicher Eintrittszeit und gleichen 

Eintrittsalters, sohin V\", V\^^, Ff/* 
bezeichnet werden. 

Die Bestimmnngsstücke der Gesamtheiten unterscheiden sich in 
doppelter Art: 

1. Sie sind entweder direkt gegeben (a,, Oj, Oj) oder werden 
nur {als relative Bestimmnngsstücke) durch Rechnung ermittelt (a,,, 
Ol,, Ojj). Diese Ermittelung ist in der B^^l weitwendig und ver- 
mehrt die Fehlermöglicbkeit; 2. die aus den Grenzlinien für die Indi- 
viduen der Gesamtheiten ableiüiaren Bestimmungssixieke sind in grdSerer 
oder geringerer Zahl eindeutig oder zweideutig, d. h. derart beschaffen, 
daS sie nur einer oder zwei Zeit- oder Älterseinheiten angehören. 

Eindeutig sind nämlich die letzteren, wenn die sie repräsen- 
tierenden Flächen zur Durchschnittslinie des Tr^rs mit einem der 
Bestimmungsetücke parallel sind. 
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Beispielsweise sind, veno a, (eine Zeitebene) der Träger, und a^ 
nnd Og, die Gtebutts- und Eintrittsebene, Grenzen sind, die Ebenen a,g 
und djs parallel den DurchschnittBlinien des Trägers mit den ersteren 
Ebenen; die erwähnte Gesamtheit hat ein einziges doppeldeutiges 
BestimmnngsBtück, nämlich a^j. Andererseits wird bei demselben 
Ti^er und den Grenzen e^, a^j nur ein weiteres eindeutiges Be- 
stimmungsetück resultieren, lümlicti o,,, während a, und o,, zwei- 
deutig bleiben. Nachstehend folgt eine Zusammenstellung über die 
sämtlichen Lebendengesamtheiten, die ein- und zweideutigen Be- 
stimm ungsstQcke : 
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Es gibt sohin unter den 9 Lebendengesamtheiten 6 mit 3 und 
3 mit 4 eindeutigen BestimmungsstUcken. 

Zur Darstellung der ersten Gesamtheit führt das folgende For- 
mular IV: 

Kalenderjahr des Eintrittes N^) 



n Eilendeijithr der Beo 



JV-t-l 

N+2 



Dieses Schema bleibt auch f^r die Bestimmung aller anderen 
Hanptgesamtheiten von Lebenden bis auf den Umstand su&echt, daß 
die Titel Überschriften modifiziert werden und zwar: 

Die Titelüberschrift: sub 1) kehrt in den Gesamtheiten 3, 4, 6, 
7, 9 wieder und ändert sich in ^ntrittsalter" für die Gesamtheiten 
2, 5, 8; 



,yCoogle 



54 



I. Die Lehre von den BtatistiBcbea GeBBmtheiten. 



die Titelflbereclirift sub 3) kehrt in den Gesamtlteitei) 2, 4, 5, 7, 8 
wieder und ändert sich in diesem nur ^tJendeijaltr der Geburt" in 
,^intrittsalter" fär die Gesamtheiten 3, 6, 9; 

die Titelüberschrift anb 2) kehrt in den Gesamtheiten 2 und 3 
wieder und ändert sich in „Austrittsalter nach Jahren" fOr die Gesamt- 
heiten 4, 5, 6 und in „Versicherungsdauer in Jahren" für die Gesamt- 
heiten 7, 8, 9. 

SelbBtverständlich mOseen darnach auch die Texte 8ub 3) ent- 
sprechend rektifiziert werden. 

Um die Gesamtheiten der ersten Gattung und Art zn erhalten, wird 
man zweckmäßig die nach der Eintrittszeit (Policenummem) geordneten 
Zählkarten zunächst nach den Kalenderjahren der Geburt und jede der 
Gruppennach dem Austritt in den einzelnen Ealendeijahren zerlegen und 
nach Eonstatiemng der Anzahlen die entsprechenden Kolonnen des For- 
mulars rV an»füllen. Analog werden die übrigen Gesamtheiten bestinunt. 

Die Lehre von den Grundgesamfkeiten kann in Analogie der 
Lehre von den Sauptgesamiheit^i entwickelt werden. 

Die zu jedem Träger gehörigen Gesamtheiten sind stets von den 
Ebenen gl&cher Gebu/riszeit, gleicher Eintriüszeit und glichen Einiritisalters 
begrenzt. Die beiden hierbei möglichen Gesamtheiten unterscheiden 
«ich lediglich dadurch, daß der Jahrestag der Geburt vor oder nach 
dem Eintrittstage zn liegen kommt. Je nach dieser Unterscheidung 
soll Ton Grundgesamtbeiten der vorzeitig oder der nacheeitig Ein- 
getretenen gesprochen werden. Die dafür gewählten, leicht zu deu- 
tenden Zeichen sind: G,", G^" für die englischen, G^", Gj," für die 
deutschen und G,j", G^" für die Gothaer Grundgesamtbeiten. 

Charakteristisch für die Grundgesamiheiten ist, daß jedes Indimdattm 
rücksicktlidi der sechs möglichen BesUmmungsstücke eindeutig definiert wird. 

Das zur Ermittlung der Grundgesamtheiten I. Gattung erforder- 
liche Formular ist in Y gegeben: 

Jahrgang des Eintrittes iV*) 
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Dieses Schema bleaht fOr die Enuittlni^; der GeBamtheiten 
zweiter und dritter Öattiing TUiveröiidert, nur daß in der Kolonne 
sab 2 fOr die Gesamtheiten zweiter (}attimg „Anatritta&lter" and fOr die 
Gesamtheiten dritter Gattung ^Yersichernngsdaner" za stehen kommt 
und darnach auch der Titel suh 3) enteprechend rektifiziert wird. 

§ 14. Die Totengfeiamthelten und SterbenswRhraetaeln- 
liohkelten Tenioherter. Man könnte die Toteugeeamtheiten 
methodisch in derselben Art, wie die Lebendengesamtheiien ent- 
wickeln. Änageheud von den m^lichen Körpern, welche ron 
6 Ebenensystemen begrenzt werden, gelangt man unmittelbar znr Er- 
kenntnis, daß als Totengesamtheiten der Yrarsicherten 1 ZwÖIfdächner, 
12 El^ächner, ' = 66 Zehnflächner usw. bildbar sind; femer, 
daß sich die Zahl der Totengesamtheiten wesentlich redoziert, wenn 
man lediglich anf die Sechs- und Fünfflächner reflektiert und unter 
diesen beiden Gattungen nur wieder jene zur Bildung ron Wahr- 
Bcheinlichkeiton zuläßt, welche ans den gewonnenen Lebenden- 
gesamtheiten zn eigentlichen Wahrscheinlichkeiten führen. Diese 
müssen auf den letzteren aufstehen und parallel zu ox liegende 
Seitenflächen besitzen. 

Solcher Totengesamtheiten gibt es 9 SechsSächner and 6 Fünf- 
flächner. Man kann die Sechsflächner in Analogie der zugehörigen 
Lebendengesamtheiten mit M^^, M^", M^", M^^ . . .j die Fün^lchner 
mit Jfg', Jf,", JM,g' , . . bezeichnen. 

Die Konstatiemng der Totengesamtheiten kann ganz nach einem 
dem Schema IV und V nachgebildeten Formular erfolgen. Für die 
Totengesamtheiten ist immlich nur nötig, die Kolonnen „Summe Ton 
unten" wegzulassen. 

Aus den bisherigen Ableitungen ergeben sich für die Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten Versicherter die nachstehenden Schlußfolgerungen: 

1. Es gibt nicht weniger als 15 Sterbenswahrscheinlichkeiten 
für Versicherte und zwar 9 Sterbenswabrseheinlichkeiten, welche aus 
Hauptgesamtheiten und 6 Sterbenswahrscheinlichkeiteu, welche aus 
Grundgesamtheiten von Lebenden hervorgehen. Alle diese Sterbens- 
wahrscheinlichkeiteu sind wesenUick verscliieden. 

2. Die Sterbenswahrscheinlichkeiteu zerfallen in drei Gruppen 
und zwar die Sterbens Wahrscheinlichkeiten Gleichaltriger, Gleich- 
zeitiger und von gleicher Yertragsdauer. Jede dieser Gruppen geht 
Tou Lebenden aus, welche zwischen zwei um ein Jahr auseinander 
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Btekenden a) Geburtszeiteii und EmMttszeiten b) Öebortsseiten und 
Eintrittsaltem c) Eintrittszeiten and Eintrittaaltern liegen und im Falle 
a) überdies noch durch eine Linie der Eiutrittsalter begrenzt sein können, 
indem die Individuen entweder d) dem niedrigeren oder e) dem höheren 
der beiden möglichen Alter angehören. 

3. Die Sterbens Wahrscheinlichkeiten, welche aus Grundgesamt- 
heiten von Lebenden hervorgehen, sind in Rücksicht aller möglichen 
sechs Bestimmnngsstücke in dem Sinne eindentig, als die zur Ver- 
wendung gelangenden Lebenden- und Totengesamtheiten keinerlei Be- 
stimmungsBtücke mit Alters- oder Zeitunterschieden aufweisen, welche 
die Grenzen eines Jahres überschreiten. Unter den Sterbenswahiachein- 
lichkeiten, welche ans Hauptgesamtheiten hervorgehen, sind rücksicht- 
lich des Eintrittsalters sechs, rückaichtlicb Äustrittsalter und Yer- 
tr^sdauer vier eindeutig. Die größte Genauigkeit in den relativen 
Bestimmungsstüäien wird daher bei Verwendimg von Grundgesamt- 
heiten, die mindeste Genauigkeit durch die Sterbenswahrscheinlich- 
keiten mit englischen Hauptgesamtheiten von Lebenden oder mit den 
Gothaischen und Deutschen Hauptgesamtheiten 4 und 7 erreicht. 

4. Wenn unter den Bestimmungsstücken die Geburtszeit, die 
Eintrittszeit, die Anstrittsszeit und das Eintrittsalter als unmittel- 
bar gegeben, die übrigen Bestimmungsstücke als abgeleitet erachtet 
werden können, dann erfordern die 5 Sterbenswahrscheinlichkeiten 
gleichzeitig Beobachteter den geringsten Arbeitsaufwand. 

§ 16. Di« Oesamtheiten und Starfaeiuwahrsolielnlloh- 
k«itMi Teraicherter fOr eine herrBchende Absterbeordunng. 

Falls man annimmt, daß sich die Sterbens Wahrscheinlichkeiten mit 
der Qämrfsmi nicht ändern, daß also auch deren Werte unabMngig 
von der Beobachtungszeit und der Zeit des Beitrittes zur Versicherungs- 
gesellschaft sind, dann werden für die Bildung der Gesamtheiten alle 
absoluten BestimmungsstÜcke sohin a„ a^, Og wertlos. Die Gesamt- 
heiten erscheinen dann nur durch das Beitrittsalter a^^, das Beob- 
achtungsalter o,, und die Versichemngsdaner a^g definiert. 

Behandelt -man zunächst die Lebendengesamtheiten, so eignen 
sich von den relativen Bestimmungsstücken nur zwei, a^j und a^j, 
als Tn^er, während die beiden anderen Bestimmnngsstücke als 
Grenzen dienen. Die Zahl der Lebendengesamtbeiten ist demnach auf 
2 reduziert und zwar: 

die deatsdie Lebendengesamtheit, das ist die Lebendengesamtheit 
mit dem Träger a,j und den Begrenzungen 0,3 und o^g, femer 
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§ IG. Die Gesamtheiten und SterbeuBwahndt«)iilichk«iteit Yenicherter new. 57 

die Gotkaer Gesamtheit, das ist die Lebendengesamtlieit mit dem 
Tri^r a^, und den Begrenzangen o^j und (tjg. 

Die denteche Lebendengesamtheit ist somit die Gesamtheit der 
Personen gleichen Alters, welche rücksichtlich Eintrittszeit and Yer- 
tragsdanerj und die Gothaer Gesamtheit die Gesamtheit der Personen 
gleicher Vertragsdaner, welche rücksichtlich des BeitrittsaiterB und 
des Beobachtnngsalters innerhalb der Grenzen eines Jahres liegen. 

Zn diesen Gesamtheit^ welche ans dem gewonnenen Schema 
der dreimächtigen Gesamtheiten allein übrig bleiben, hat man eine 
dritte gelilgt, indem man die Beobachtnngszeit als Tr^er beibehielt, 
jedoch als solchen, nm die Konsequenzen aus der WQlkürliehkeit 
dieses Bestimmnngestückes bei der Annahme der herrschenden Ab- 
sterbeordnung nicht aufgeben zu müssen, einen hesUmmtea Stichtag 
(den 31. Dezember) irgend eines Kalenderjahres festsetzte. Zn dem- 
selben können drei Kombinationen TOn Grenzen treten. Man be- 
zeichnet als 

englische Gesamtheit die Lebendengesamtheit, welche am 31. De- 
zember irgend eines Kalendeijahres besteht und sich entweder 
rücksichUich 

a) der Versiehemngsdauer imd des Alters oder 

b) der Versicherungsdauer und des Eintrittsalters, 

c) des Alters und des Eintritts alters 

um ein Jahr unterscheidet. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß die 
Begrenzungen der Gesamtheiten riicksichthch der Definitionsmerk- 
male um ein Jahr, rücksichtlich des restierenden Merkmales um 
zwei Jahre aiiseinander gehen. 

Beispielsweise wird, um diese Behauptung; an der Modalitöt a 
zu exemplifizieren, eine Person, die am 31. Dezember 1900 im 
20. Yersichernngsjabr und 50. Lebensjahr steht, zwischen dem 1. Januar 
1850 und dem 31. Dezember 1850 geboren und zwischen dem ersten 
Januar 1880 und dem 31. Dezember 1880 eingetreten sein und sich 
sohin im Beitrittsalter 29 bis 31 befinden. 

Von den abgeleiteten Lebendengesamtheiten schließt man sofort 
auf die brauchbaren Totengesamtheiten und Sterbenewahrscheinlich- 
keiten einer herrschenden Absterbeordnung und zwar gibt es fünf 
brauchbare Totengesamtheiten Versicherter und fünf verschiedene 
Sterblichkeitsmaße, von welchen jedoch drei (die drei englischen) zn 
einem und demselben Träger gehören: 

die deutsche Sterbenswahrscheinlichkeit ist die Sterbenswahrscbein- 
hchkeit Gleichaltriger; 
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die Gothaer Sterbeuswahrscheinlicltkeit die Sterbenswahrscheiiilicli- 
keit gleieher VerUragsdauer; 

die en^ItscAfiti*) SterbenswahncheinlichkeiteD sind die SterbeoB- 
walirscheinlichkeiteu des glücken StUAtages irgead eines Ealendeijahres. 

Die DarateUniig der Oesamtbeiten und Bohin die Berecbnang der 
Sterbenflwakrscbeinlicbkeiten einer herrscbenden Abeterbeordnnng er- 
folgt immer nacb dem gleichen bezw. in den Überschriften teilweise 
modifizierten Formnlar. Nachstehend wird das Formular zur £onsta- 
tierung der deutschen Oestuiitheiten wiedergaben. 

F<yrmula/r VI. 
Eintrittsalter a — 1 bis a. 



Alt« beim 
Auaacheidea 
tiaa der Be- 


durch 
Tod 


Ausges 
durch Voll- 
Bodong des 

Zahltages 


hieden 


Summen der 

Zahlen der 

Kol. 6 Yon 

nnten 


SterbenB- 
wahracheiD- 
Uchkeiten 


1 


2 


3 


4 ö 


6 


7 















Die C^esamtheiten der Lebenden enthält Eol. 6, die der Toten 
KoL 2.^ 

Das Formnlar wird zum Gothaer Schema, wenn die Individuen 



1) Aue dea obigen Erwägtugen gebt hervor, daß die Venchiedraibeit der 
DeflnitionBmerkmale bei den deutschen nnd Oothaei Gesamtheiten immer iuueis 
halb der Grenzen ein«s Jahres; bei den engliachen LebendengeBamtbeiten rück- 
sichtlich eines Definitionemerkmales innerhalb dei Grenzen zweier Jahre; bei 
den engliachen Totengesamtheiten in dem Falle, als dieaes Definitionsmerkmal 
die Yersicherongsdaner oder das Alter iat, sogar innerhalb der Grenzen di«ier 
Jahre zn liegen kommt. Man hat daher die englischen Giesamtheiten bezw. 
auch das englische SteiblichkeitemaS ala d^ theoretiach mindest einwandfreie 
bezeichnet (Theodor Rogh^. 

2) Daa obige Schema wird ant Grund der zum Veratändniaae des Formulars I 
gebrachten Bildes ohne weiteres klar. Die durch den Querschnitt einer ß^hie 
tretende FlGssigkeitamenge kann auch aus dem nach diesem Qtterschnitt erfolgen- 
den Abfluß gCTnesseti werden. Tritt demnach bei einem Teilstück der Röhre 
x + 1 die Flüssigkeitamenge a^^i, allgemein bei einem Teilatnck des Bohrea 
x-\-i die Menge n^-f i ^^^^ ^'^ fließt durch den Qaerschnitt beim Teilatücke a^ 
die Menge 



2«.+,. 



wenn n der letzte AuafluB iat. 

Im obigen Schema sind die Qnerachnitte mit den Altem, die Flfiaaigkeita- 
mengen mit den Lebenden zu ve^leichen. 
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Tom Alter a — 5- bis a + y als GHeichaltrige vom Alter a zusammen- 
gefaßt und die Austrittsfälle nach der YertrE^sdauer geordnet wer- 
den. In solchem Falle ist das Formular übersckrieben: ,^intritt3alter 
o — y bis o + y", die Koloime 1 mit „Vertr^dauer", Das Schema 
wird endlich zum ei^^lischec Formolar, wenn die Überschrifii: ^in- 
trittsalter a — 1 bis a am 31. Dezember^' und die erste £olonne „Vei> 
tragadauer" lautet. 

Bei den Vorbereitungen des Materiales zur Ausfallung des For- 
mnlars YI sind Tielfache zeitraubende Manipulationen nötig. Zur 
Ermittlung der deutschen Sterbenswahrscheinlichkeiten müssen bei- 
qtielsweise ffir jeden Versicherten das Eintrittsalter, Austrittsalter und 
die Yersicherungsdauer nach Jahren, Monaten und Tagen genau ge- 
rechnet werden. Man kann solche Weitläufigkeit ersparen, wenn man 
die (Gesamtheiten nach dem Schema der Abhängigkeit von der Geburts- 
zeit (also dem Schema für die dreimächtigen Gesamtheiten) behandelt. 

Für die Konstatierung der deutschen Sterbenswahrscheinlichkeiten 
bedient man sich passend des folgenden Schemas: 
Formular VII. 
Beitrittsalter n. 



Eale 


ndeijahr 


a + n+S 


Kalenderjahr des Anstrittea 

a+»+S+l 1 a+n+3+2 | 


der 
Geburt 


des 
EiDtritteB 


mit 
d 


[lach 


mit 


der 0. 


mit 


nach 

■Uead« 


mit 


d«l4.« 


mit 

d« Aiu 


aach 




a + 1 


a + n + 2 

























Die Ausltlllung des Formulars erfordert die nachstehenden Ope- 
rationen : 

a) Man schreibt den Geburtstag, Eintrittst!^ und Austrittstag 
jedes Versicherten auf je ein Blatt (fishe), 

b) Man zerlegt die Fishes in zwei Gruppen (Hauplgruppen), je 
nachdem der Kalendertag der Geburt vor oder nach dem Kalender- 
tag des Austrittes fällt. 

c) Man (Frdnet die Karten innerhalb jeder der beiden Haupt- 
gruppen nach Eintrittsjahren und jede der gewonnenen neuen Gruppen 
nach Geburtsjahren mit dem Eintiittstage vor oder nach dem Ge- 
burtstage (im Schema mit a + n + k und a + n + k bezeichnet). 
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d) Tor Emtr^ang der nun vollendeten Gesamtlieiten verschiebt 
man die horizontale Kolonne a + n + d, a-\-n-i-S+l, a + n + ä-i-2, 
. . . ., welche anf einem beweglichen Streifen aufgetragen sein maß, 
so lange, bis die äußerste Eintragong des Streifens auf der linken 
Seite a + n + S mit dem Kalendetiahre des Eintrittes jeder einzu- 
tn^nden Gesamtheit korrespondiert. Die in jeder Vertikalkolonne 
einzusetzenden Zahlen kommen den jeweilig beobachteten Gesamtheiten 
and zwar die unter a stehenden Zahlen den bei Lebzeiten, die unter i 
stehenden Zahlen den wegen Todesfall ausgeschiedenen Personen gleich. 

e) Auf ein und demselben Zählformular stehen sodann die 
sämtlichen im Älter n Eingetretenen, und zwar in der ersten bis 
vierten Kolonne die vor Erreichung des Alters « + 1 ; in der fünften bis 
achten Kolonne die vor Erreichung des Alters n + 2; in der nennten 
bis zwölften Kolonne die vor Erreichung des Alters m -|- 3 ausge- 
tretenen Personen usf. 

f) Die Summen der Vertikalkolonnen werden sodann in ein For- 
mular übertragen, das dem Formular VI vollständig bis auf den 
Umstand gleicht, daß die Kol. 3 und 4 zusammengefaßt sind. 

Ähnliche, noch weit leichter zu handhabende Formulare kann man 
für die Gothaer und englische Gesamtheit entwickeln. 

§ 16. Die Wandemugfen. Die Beziehungen zwischen den 
Lebenden- und Totengesamtheiten erleiden eine gewisse Abänderung 
durch den Umstand, daß die Bevölkerung bezw. der Versicherungsstock 
während der ganzen Beobachtnngszeit durch Einwanderungen bezw. 
Eintretende vermehrt, durch Auswanderungen bezw. Austretende hei 
Lebzeiten vermindert wird. Eine leichte Überlegung ei^bt allgemein 
den Satz, daß die Differenz der Lebenden am Anfang und Ende der Be- 
boachtui^speriode der Anzahl der in der Periode Verstorbenen vermehrt 
um die Ausgewanderten und vermindert um die Eingewanderten gleich 
ist. Wird die Differenz zwischen Ein- uud Auswanderung als Inkre- 
ment bezeichnet, dann folgt daraus der Umkehrungssatz: Die Gesamt- 
heit der Toten einer bestimmten Beobachtungsperiode ist der Differenz 
zwischen den Lebenden zu Beginn und am Ende der Beobachtungs- 
periode, vermehrt um das Inkrement der Wanderungen, gleich. Die 
Gleichungen IV, V und VI erleiden hierdurch die nachstehende Änderung: 
M'j^'/'^^ = Vif' ~ V'J^"' + ^'j^; . (IVO 

KjX "" K"' ~ K"' + '^r.W *^') 
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6. Die Wandenmgen. g 17. Die Bildung v, öeaamtlieiten nach Begiatetmeth. 61 

Hierin sind die J als Zeichen für die Inkremente gebraucht und 
ganz in Analogie der Totengesamtheiten mit Indizes versehen. FOr 
die beiden Grundgesamtheiten erhält man analog: 

^G_| = v^" - Vi" -i- /^ I (vnr,') 

ß\ - F^-" _ F^" + /J . (VIIIj') 

Die eben entwickdten Sätze lassen sich ohne Schmerigkeiten auf die 

Beziehungen der Lebenden- und Totengesamtheiten ausgelesener Leben, 

wenn diese durch die Ein- und Austretenden irritiert werden, Übertragen.^) 

§ 17. Die BUdaug von Oesamihalton nach Beglster- 
methoden. Gesamtheiten, welche nur von der Beobacktungsseit und 
einer weitereu kontinuierlichen Ursache abhängen, kann man zur fort- 
laufenden Darstellung bringen, wenn man die Gesamtheiten fOr einen 
bestimmten ZeUfputüct konstatiert und dann die Änderungen in den- 
selben Jahr für Jahr registriert. Die Methode wird ebensowohl bei 
Aea Sterblichkeits- als InvaliditätsmeaBXingeii, wie für zahlreiche andere 
Fälle verwendet. Die wesentliche Vorbedingung filr den richtigen 
Gebrauch der Methode ist die genaue Au&eichnung aller Veränderungen. 

Als Beispiele fUr die Methode werden angeführt: 

I. Das statistische Formular 7 der auf Grund des § 35 des Öster- 
reichischen Versicherun gsregnlatives herausgegebeneu Formular ien- 
sammluug für private LebensTersicherungsuntemelunungen zur Evident- 
haltung der Versicherungestände. 

Die einzelnen Gesamtheiten bestehen in den Verträgen uud Ver- 
sicherungssummen für die verschiedenen Modalitäten des Zuganges und 
Abganges. Solcher gibt es : a) Zugang auf Grandlage von Anträgen, b) Zu- 
gang durch Reaktivierung, c) Abgang durch Tod, d) Abgang durch 
anderweitigen Ablauf der Versicherung, e) Abgang durch Reduktion, f) Ab- 
gang vor Ablauf der Versicherung. Das hierzu gehörige Schema lautet: 
Formular VIII. 



1 
5 




Zug 

auf OrnDd- 
ligB.on 


dutoh 
Bemkllvis- 


T^ 


Abgang 

durah Md«-! TOr AbUuf 


Verliehe- 




y. 


Za 


B 


T 


A Bd \ St 


»'.+. 












\ 





1) Becker hat die Repräsentation der WanderuQgen in seinen Daratellungeo 
der Oesamtheiten durch Linien voigeBchlages , welche außerhalb der Beobach- 
tungazeit stricholiert, innerhalb derselben ausgezogen sind. 
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I. Die Ijehre von den etatistiBcheu OeBfuntheitea. 



AIb ArteD der Versicherung werden in der ersten Yertikalkolonne 
nnterschieden: a) EapitalTerBichenmgen aof den Ablebensfall, ß) ge- 
mischte Kapital vereicberungen, y) EapitalTerBicberungen anf den Er- 
lebensfall, d) Unmittelbare Leibrenten, e) Aufgescbobene Leibrenten, 
I) Invaliditatsrenten, i;} Uberlebenarenten. 

Das Schema ist die Darstellnng des Satzes: 

K+i = K+ Za + E - (T + A + 81 + Bd). 

Hierher zählt auch das statistieche Formular 11 derselben Forma- 
lariensammlung zur Evideiithaltung der Prämieureserren der Lebens- 
Tersicherungsuntemehmungen. 

II. Die statistischen Formularien von Behm und Zimmermann zur 
Beobaditung der InraliditätswahrBcheiiilichkeiten bezw. der sie be- 
stimmenden Gesamtheiten aus den Beobachtungen des Vereines deutscher 
EisenbahuTerwaltungen, sowie die analogen Formularien fDr die Be- 
obachtui^en des (^terreichischen Ministerioms des Innern an den 
Bei^pu-beitem. Eine Gruppe von aktiven Personen eines bestimmten 
Alters X zu Beginn des Jahres {AJ kann sich im Laufe des Jahres 
durch den Hinzutritt und den Austritt von aktiven Personen (E^ bezw. 
SJ), die vorkommenden Todesfälle und Invalidiiätstalle {T^ bezw. J^ 
aus demselben Alter ändern. Es besteht somit 

^x+i = A + -E, - (s« + T^ + j;). 

und das Schema lautet: 

Formvlar IX. 
Kalenderjahr .... 



Aktive zu 

Beginn 
dea JahieB 



Eintretende 
m Laufe dee 

Jahres 



Amtritt Avack 
AuBBcheiden Tod Invalidität 



m £nde des 

JabisH 



Die Au&tellnng der Begistergesamtheiten erfordert in der R^^l 
keine besondere Operation des Statistikers, sondern ei^bt sich fast 
immer aU Kebenprodukt bei Evidenthaltung der Bevölkerung bezw. 
des Versicherungsstockes; dieser Umstand war dafür entscheidend, daß 
man sie nur allzul^ufig zur Erforschung aUer möglichen statistischen 
Beziehungen und insbesondere auch dann verwendete, wenn eine 
Gesamtheit von mehr als zwei kontinuierlichen Ursachen abhängt. 
Der letztere Fall fiihrte nicht selten zu Trugschlüssen und war sodann 
selbstversiäudlich auch hinderlich Hlr die Entwicklung der Wissenschaft. 
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§ 17. Die Bildung von QeBamtheit«n nach Begiatenaetboden. gg 

Ein Beispiel hierfür bietet die Beobachtung der InTttliditätswahr- 
scheinlichkeiten und der SterbengwakrächeiiLlichkeiten Invalider. Die- 
selben hängen ebenso von der Dienstdaner bezw. der Zeit uach er- 
folgter Invalidisierung, der Dauer der Inralidität, als vom Alter ab. 
Die Forschong aof Onmdlage der Begistei^esamfcheiten hat, weil darin 
die Beobachtungen nur nach Altem zerlegt wareu, die Feststellung 
der Abhängigkeit von den ereteren Ursachen durch mehr als 20 Jahre 
behindert. 

Schließlich wird bemerkt, daß jene Beetimmangsmethodeu fQr 
die Gesamtheiten, welche aach Listen oder Zählkarten erfolgen, Indi- 
vidwolmeßio^m, welche nach Bestem oder dun^ Yolkszählnngen 
erfolgen, Summarmeihoden genannt werden. 
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Zweiter Abschnitt. 
Die Arten der statisttsehen HaBzalileii and ihre Ermittlong.') 

§ 18. Die intenBlven statiBtlsoheu UaBiahlen. Den Äns- 

führungen des ersten Äbsclmittes ist zu entnehmen, daß durch die 
intensiven statietischen Maßzahlen der Einfluß der einzelnen Ursachen 
auf die biologischen Erscheinungen bestimmt wird. Die bekannteste 
intensive Maßzabl ist die statistische Wahrscheinlichkeit. Dieselbe ist 
ein Brach, in dessen Nenner die Anzahl der Individuen einer be- 
stimmten Art (des Anfangszufitandes) , in dessen Zähler die Summe 
der daraus binnen der Zeiteinheit unter dem Einfluße der zu messen- 
den Ursache hervorgegangenen Änderungen (des Endzustandes) sich 
befindet. 

Die Wahrscheinlichkeit gibt als MaBsahl einer diskontinuierliclien 
Ursache zu keinerlei Bemerkung Anlaß, indem sie immer als präziser 
Ausdruck fflr den Einfluß der letzteren aufgefaßt werden kann. Be- 
züglich der liontirmierlicken Ursachen ist hervorzuheben, daß deren Ein- 
fluß auf die Erscheinung aus doppeltem Grunde durch eine Wahr- 
scheinlichkeit nicht vollständig festgestellt werden kann. Einerseits 
ändert sich nämlich die Stärke der Ursache innerhalb der Zeiteinheit, 
während die Wahrscheinlichkeit aus der Summe der Änderungen ein 

1) Yoibemeikungeu. ImSiime dei Aufgaben der mathematischen Statistik 
«Ncheint es zwar hinreichend, wenn an dieser Stelle die einzelnen statistischen 
Maßzablen (also die einfachen nnd zusammengeaetzten Maßzahlen) definiert 
würden and — soweit die Znrückfähiung auf die Gessintheiten nicht erfolgen 
kann — ihr Zusanunenhang mit den anderweitigen statistischen Maßzableu zur 
Erörterung käme. In Ergänzung der dieebezfiglichen ÄuBführrmgen folgt jedoch 
in diesem Buche noch eine Darstellung der sämtlichen Maßzahlen der Statistik, 
welche im Veisicheiungswesen dermalen gebraucht werden, also der betreffen- 
den Mortalitäts-, Invaliditäts-, Krankheits- und Heiratstabellen. Auf solche Art 
war es mOglich, die Entwicklungsgeschichte der Wissenschaft einigennaBcn zur 
Darstellung zu bringen, andererseits aber auch den BedürftiisBen der Praxis, 
welche die Kenntnis und Beurteilung aller in Verwendung stehenden MaBe 
fordert, gerecht zu werden. 
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§ 18. Die inteaaiven atatietiacben Hafizahlen. 65 

einziges Resultat ableitet; andererseits wirkt die Ursache iunerhalb der 
Zeiteinheit auf eine eich stets ändernde Menge ron ladividnen ein. 

Je nachdem nun statt der Wahrscheinlichkeit in obigem Sinne 
die Äudemi^ der Einheit der Beobachtnugsfall« in jedem Augenblick 
der Zeiteinheit, oder zwar fOr die ganze Zeiteinheit, jedoch mit Be- 
rücksichtigung der Zahl der in jedem Augenblicke vorhandenen Anz<^M 
Ton Individuen oder endlich die Summe der Ei^ebnisse ermittelt 
wird, wenn die Ursache mit der io jedem Augenblick vorhandenen 
Stärke immer auf je eine Einheit von Individueu wirkt, spricht man 
von Kraft, Koeffunent oder unabhängiger Wahrsch^nlicMceit. 

Praktisch sind alle diese verschiedeneii MaBzahlen in der Sterb- 
lichkeitstheorie verwendet worden und sie sollen demnach zunächst 
auch fttr diese erörtert werden. 

l. Die SterUichkeitskraft (Sterbeintensitöt, force of mortality, taux 
de mortality instantane) ist ein Bruch, in dessen Zähler das Ver- 
hältnis der in unendhch kleiner Zeitstrecke beobachteten Ändemng 
und jener unendlich kleinen Zeitstrecke, in dessen Xenner die Gesamt- 
heit sich befindet, aus welcher die Änderung hervorgeht. Bezeichnet 
7, die Lebenden des Alters x, dann ist die Sterblichkeitskraft: 
1 dl, 
l^ dx' 

unter Benützung der Gleichung IIa des I. Abschnittes kann man 
auch die Beziehung zwischen Sterbenswahrscheinlichkeit und Sterblich- 
keitskraft herstellen. Es ist nämlich 

'••--tS--v(^"--T^""- + i^""---)' m 

and wenn man sich in dieser Entwicklung mit den Zahlen von der 
Kleinheit der ersten bezw. zweiten oder dritten Differenzen b^nügt: 



usf. Hierin bedeutet allgemein w* ^ die Wahrscheinlichkeit des x- 
j^rigen, im Alter x + k za sterben. 

Beispielsweise ei^eben sich für die Absterbeordnung AF der vier 

jranzösischen Gesellschaften die folgenden numerischen Beziehungen: 

Alter 



Lebende 




die Sterblich- 


711321 
704886 
697210 
«89777 
882 067 


0,00975 
0,01019 
0,01066 
0,01118 
0,01174 


0.00959 
0,01001 
0,01047 
0,01091 
0,01152 



UBthemitlulia StetlMk. 
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66 n. Die .Alten dei Btatistdachen MaBzahlea und ihre Ermittlung. 

Die Sterben Bwahrscheinliclikeiten sind im aUgemeineD größer als 
die Sterblichkeitskräfte; kleiner nnr dann, wenn, wie in den j&ngsten 
und höchsten Altem, die Stahlen der Todesfälle mit wachsendem Alter 
abnehmen. Um die Sterbenswahracheinlichkeit durch die Sterblich- 
keitskraft berechnen zu können, entwickelt man zunächst nach der 
Taylorschen Reihe: 

Setzt man im dritten Gliede der Entwicklung für —■ — ^l^ ein und 
Temacblässigt die Beihe vom vierten Gliede ab, so erhält man 

, , , dl^ , 1 d ,, 

Ui-l+l^ + Ydi^^' 
oder auch 

' " dx"^ 2 dx~ 2 \d(x + l) ■*' dx) 
und endlich, wenn man beiderseits durch l^ dividiert: 

d. i. endlich 

^ + ^+1 



• 2 + ^^^, 

2. Die Ber&cksichtigung der Zahl der jeweils im Maße beobach- 
teten Individuen erfolgt im SterblichkeitskoeiSzienten. Derselbe ist 
ein Bruch, in dessen Nenner die von Lebenden eines bestimmten Alters 
in der Zeiteinheit verbrachte Zeit, in dessen Zähler die ans diesen 
Lebenden in der Zeiteinheit hervoi^egangenen Toten stehen. Er ist 
demnach 

?.--r-'-^- (I«) 



Nimmt man beispielsweise an, daß die Zahlen der Lebenden sn 
Beginn und am Ende einer Beobachtungsperiode linear in einander 
flbergeheri, dann kann man für i,+,= ', — *0x ~ 'i+i)j sohin ffir 

/ hi.i^i = K '~ '^' setzen und bekommt 
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§ 18. Die intonaiven atatiatiachen MaßzaUen. 67 

Der in § 9 als SterblichkeitskoefBzient durch die III. Haupt- 
geBamtheit der Toten definierte Äusdrack ist demnach lediglich ein 
Näherungswert. 

3. Die Berüeksichtignng beider StSrungen (der Änderung der 
kontinuierlichen Ursache and der Oesamtheit der Beobachtungea inner- 
halb der Beobachtungszeit) erfolgt durch die unabhängige Wahr- 
scheinlichkeit. Dieselbe ist die Gesamtheit der Anderui^en, welche 
an der Wahrscheinlichkeit während der Zeiteinheit beobachtet werden 
müßte, wenn die in den unendlich kleinen Zeitteilehen beobachteten 
Änderungen jeweils auf die zu Beginn dieser Zeitteilchen bestehende 
Gesamtheit bezogen wflrden, sobin: 

!•. -/f;*' - -/— If« n -ß.^.dt - - log (1 - ».). (Ib) 

Hiermit ist gleichzeitig der Zusammenhang der unabhängigen 
mit den (abhängigen) Sterbenswahrscheinlichkeiten gegeben. Es ist 
nämlich 

y, log (1 - wj 

oder 

1 — Wjj = e— >'i, 
woraus sich die Beihenentwicklungen 

y. = «'. + ^ + T + -" "^^ «'' = y-~lf + if 

sowie endlich die NSherongsformeln 

y = =— und w — = — 

ergeben. 

Die tmabhängige Sterbenswahrscheinlichkeit ist sonach das Inte- 
gral der Sterbliehkeitskraffc and unter den oben benutzten Voraus- 
setzungen für die Näherungsformeln mit dem Sterblichkeitskoeffizienten 
identisch. Auch der Sterblichkeitskoeffizient ist im allgemeinen grdBer 
als die SterbenswahrBcheinliehkeit. 

Aus den Erörterungen dieses Paragraphen kann gefolgert werden, 
daß sich die drei eben behandelten Mafie stets auf die Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten, allgemein die auf irgend welche biologischen Erschei- 
nungen bezügliche Kraft, der Koeffizient oder die anabhängige Wahr- 
scheinlichkeit auf die entsprechende (abhängige) Wahrscheinlichkeit 
zurückfahren ^ßt. Es soll demnach in Zukunft auch nur mehr ron 
dieser gehandelt werden. 

6* 
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68 n. Die Arten der statiatiBcheu MaBsahleu und ihre Bnnittlaiig. 

Die zu den Terschiedeuen biologischeii Eracheinimgeii gehörigen 
WahrsclieiiilicbkeiteD kann man nach einem doppelten Gesichtspunkte 
einteilen. Je nach der Anzahl der sie bestimmenden Ursachen wird 
man von Wahrscheinlichkeiten einer, zweier oder mehrerer Verimder- 
lichen sprechen. Je nach der ZaM der Qualiiäten, in welche eine 
OrondgesEuntheit durch Wahrscheinlichkeiten abgeändert wird, ge- 
hören sie den einändrigen, ztveiändrigen oder mehrändrigen Systemen 
an. Die Gesamtheit von Lebenden wird durch das eiiündrige System 
der Sterbenswahrscbeinlicbkeiten in Lebende und Tote, die Gesamt- 
heit TOn Aktiven durch das zweundrige System der Sterbenswahr- 
Bcheinlichkeiten Aktiver und der InvaliditätswahrBcheinlichkeiten in 
aktiv Sterbende und Invalide, die Gesamtheit Gestorbener durch das 
vie^drige System der Wahrscheinlichkeiten einer bestimmten Todes- 
ursache in die Toten der verschiedenen Todesursachen überföhrt. 

Schon aus der Definition ergibt sich, daß die Summe der einem 
mehrändrigen System angehörenden Wakrscheinlichheiten die WahrschHn- 
lichkeit, sich niSd zu ändern, auf die Einheit ergänzen müsse. 

So ist in den erwähnten Beispielen und zwar für die Sterbens- 
nnd Lebens wah rscheinlichkeit : 

wenn l^ die Lebenden, t^ die Toten des Alters x bedeuten; ftlr die 
Aktivitäts-, Invaliditäts- und Sterbens Wahrscheinlichkeit: 

wenn A^ die Aktiven, J^ die Invalidisierungefölle and S^ die Sterbe- 
falle in Aktivität des Alters x bezeichnen; endlich für die Sterbens- 
Wahrscheinlichkeit nach verschiedenen Todesursachen: 
t' tj t' (n 

wenn t^v die Toten der Krankheit ^ und t^ die Summe der Gestor- 
benen bedeuten. 

Die einem System angehörenden mehrändrigen Wahrscheinlich- 
keiten sind insofern voneinander abhängig, als nach dem eben 
abgeleiteten Satze die Änderung einer Wahrscheinlichkeit die der 
anderen nach sich ziehen muß. Im EMrup-Küttnereciieii Satze wird 
nachgewiesen, daß sich jedes n-ändrige System abhängiger Waftr- 
scheinlichlceiten in n einändrige, von einander unabhän^e Wahrsch£in~ 
liehkeiten dadurch transformieren läßt, daß man behufs Herleifymg irgend 
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§ 18. Die intensiTen atatiatiicheii Mafizahlen. 69 

einer der WahrscheinlichkeiteK die Änderungen nach den anderen Wdhr- 
scheinlickkeiten durch Nichtänderungen ersetet. 

Der erwähnte Satz wird, wie folgt, bewiesen: Bezeichnet A^ die 
Zahl der Individnen einer GmndgeHsmtheit des Alters x, dV^, dV^, 
dV^, . . . dVj' die Änderungen in die Qualitäten V^\ V^\ F,», . . . F," 
ehrend der sehr kleinen Altersstrecke x hia x + dx, dann besteht 
die Beziehung 

A - -l«+d. + dV,' + dF," + dF,» + ■ ■ ■ + dV- 
oder auch 

~-A~-^ ^^^' + dF,» + ■ ■ ■ + dV;-). (U) 

Irgend eines der Glieder der rechten Seite der Gleichung, etwa 

-j — ^ ■ dx bedeutet die unendlich geringe Abänderung der Einheit 

der Individaen der 6mudc[ualität in die Qualität V^; bezeichnet man 

dieselbe mit iij/dx, so erhält man, wenn man zwischen x^ und x^ 

integriert und schließlich fUr c ° = \ — yji setzt: 

log^„_^pJ^^eda: 
tind 



k-'fl 



■ n^^-r-'yi <"'') 



Zur Bestimmung der einzelnen Integralwerte kann man, wenn x^ 
nnd x^ um 1 abweicht, in erster Näherung von den Beziehungen 

^^ = ^__— *(F,»+ F,' + --+ F/) und dV/ -= V^^di Gebrauch 
machen und erhält 

V^fdt r^ f dt 






+ --+F,- 
A^ 



n'+ V + - 



Jeder Faktor unter dem Produkte, beispielsweise 1 - 
sohin 



') Das Zeichen E bedeutet eine Summe, das Zeichen U ein Produkt. 
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n. Die Arten der itatjstiaobeii HaBxablen und ihie EimitUung. 






Hieraus erliält man nach einigen leichten Transformationen, 
wenn man fBr P"^' + V^ + ■ - ■ + F," — N einsetzt und in dem Bi- 
nom auf der rechten Seite der Gleichung nach Potenzen tob -j^ bis 
zu den Gliedern zweiter Ordnung der Kleinheit entwickelt: 

= ^^ 

Beim Vergleich mit Formel lY des § 20 erkennt man, daB y^^ 
einer Wahrscheinlichkeit gleich kommt, welche sich aus Ä^^ ursprüng- 
lichen Beobachtungen bei Vj Änderungen und N— F/ Austritten 
ans der Beobachtung ergibt. 

Gemäß der Gleichung IIa iat nim die Wahrecheinlichkeit, daß 
unter der Einwirkung des »-ändrigen Systems eine Änderung an der 
Grundqualität nicht erfolgt, dem Produkt von n neuen Wahrscheinlich- 
keiten gleich, deren jede nur von einer Ursache abhäi^. Xach der 
Gleichung IIb aber ist das Komplement jeder dieser Wahrscheinlich- 
keiten der Wahrscheinlichkeit für den Eintritt dieser Ursache gleich, 
wenn angenommen wird, daß die Abänderung nach jeder anderen 
Qaahtät als Austritt ans der Beobachtung aufge&Bt, demnach durch 
eine Nichtänderung ersetzt wird. Für das zweiändrige System des 
Ausscheidens aus einer Gruppe Aktiver ei^bt sich 



■(-T^)(-Tt)^ 



eine Beziehung, welche, wie man sich durch AuBfQhruug der an- 
gedeuteten Operationen überzeugen kann, bis auf Größen dritter 
Ordnung der Kleinheit genau ist. 

Kach den Beobachtungen des Vereins Deutscher Eisenbahn- 
verwaltungen über das Nichtfahrpersonal 1877/85 betrug im Alter 40 die 

Zahl dai SUTbenswahnoheiiillDhkeU InTmUditkUwiilinclwInluihktK 

AktiTsn, IiiTftlldlilenuigeD, TodeißUle »bhün^se unabhängige abhängige anabUUigig« 

61865 199 5S4 0,00325 0,00337 ■ 0,00953 0,00»Ö6 

Nach den biskaigen ErÖrt&Tingen lassen sich aUe intensiven 
statistischen MaßzaMen auf Wahrsclieinlichkeiten eines etnändrigen 
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g 19. Die extensiTeii statiBtiBchen Maßzahlen. 71 

Systems eurüekfuhren. Die mehrändrigen Systeme erfordern demnach 
Jceine besondere Erörterung. 

§ 19. Die extensiven statlatinheii MoAiahlan. Die be- 
kannteste extensive Maßzahl ist das ariOiiaetisdie Mittd. Dasselbe ist 
die auf die statiBtische Einheit ent&llende Eigenschaft und kann nur too 
meßbaren Werten gebildet werden. Bezeichnet a, die Clröße einer 
Qualität des ersten, a, die des zweiten, ... a. die des n'™ Indiriduoma, 
dann ist die Größe der mittleren Qualität m -= ^-- ^ ^ -■ ' ■■■■■ ■■ "" ■ 

Das arithmetische Uittel hat zwei ausgezeichnete Eigenschaften. 
£a ist nämlich die Summe der positiven Abweichungen vom Mittel- 
werte gleich der Summe der negativen Abweichungen und femer die 
Quadratsumme der Abweichungen vom Mittelwerte ein Minimtun. 
Beide Sätze folgen unmittelbar aus der Definition. Aus obiger 
Mittelwertsgleichung ei^bt sich lümlich 

(»,- ».)-t (»,-».) + ... + («,-»,) -0. 

Die letztere Gleichung aber kann hinwiederum als Bedii^ngs- 
gleicbung fflr die Forderung 

(o, — m)* + (o, — m)' + ■■■ + (», — my = Min. 
aufgefaßt werden. 

Mit dieser Bedingnngsgleichung wird der Erscheinung von vorn- 
herein eine bestimmte Qualität unterl^. Die Gleichung wird n&mlich 
bei Featetellnng ein- und desselben bloß wahrscheinlichen Wertes im 
Wege vielfacher Beobachtung immer dann zutreffen, wenn die Ab- 
weichungen im Einzelversuche durch den Einfluß zahlloser, sehr 
kleiner und voneinander unabhängiger, auf das Ergebnis in positivem 
und negativem Sinne gleich leicht einwirkwden Ursachen (der Elementar- 
fehler) verursacht werden oder wenn zumindest die FehlergröBe der Ver- 
suche dem daraus resultierenden (Gaußechen Fehlei^)Gesetze nnterli^t. 

Man begegnet in der Statistik neben dem arithmetischen Mittel 
häufig genug noch anderen Mitteln. Die bekanntesten sind das geo~ 
metrische, harmonische und antihivrmonische Mittel. Dieselben sind 
durch die Beziehungen und zwar das geometrische Mittel durch 



das harmonische Mittel durch 
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72 n. Die Arten der atatiBtüchen HaSzablen und ihce Eimittlimg. 

und das antiliannoiiische Mittel durch 

^_«. - + V-f-- +an' 

a,+<h + l-on 

cliarakterisiert. 

Alle diese Mittel habeo miteinander and mit dem arithmetischen 
Mittel eine Eigenschaft gemeinsam. Sie werden nämlich erfüllt, 
wenn die Quadratsnmme der Differenzen bestimmter Funktionen der 
beobachteten und der Mittelwerte ein Minimum wird. 
Das geometriache Mittel ist die Bedingung für 

_^(log Uj — log m)* — Min., 
das harmonische Mittel die Bedingung für 

V(^i- _!.)■_ Min, 
endlich das antiharmonieche Mittel die Bedingung für 
^«j {«, — »»)» = Min. 

Aus dieser letzteren Erkenntnis folgt genau so, wie für das arith- 
metische Mittel, daß die Anwendbarkeit irgend eines dieser Mittel 
eine bestimmte Form für das Gesetz der Abweichungen zur Toraus- 
Setzung hat. 

In der Statistik taucht nicht selten die Fn^e auf, welches der 
erwähnten Mittel zur Darstellung einer Erscheinung am tauglichsten 
sei. Gemäß obigen Erörterungen können hierüber niemals Argu- 
mente a priori, sondern nur immer Versuche entscheiden, welche 
das den Abweichungen zugrunde li^ende Fehlergesetz feststellen, 
Wesentlich für die Beurteilung des Gebrauches der verschiedenen 
Mittel sind die beiden folgenden Sätze: 

1. Die oben unterschiedenen Mittel nehmen fiir Abweidiungen 
Ton der ersten Ordnung der Kleinheit den gleichen Wert an. 

Aus der Onindeigenschaft des geometrischen und harmonischen 
Mittels 

folgt rämlich 

wenn statt des Summenzeichens die eckige Klammer gesetzt wird. 
Ist das arithmetische Mittel von den einzelnen a nur immer um sehr 
kleine GröE^ unterschieden und besteht insbesondere a^ ~ m -|- £,, dann 
ist bis auf Größen von der dritten Ordnung der Kleinheit 
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§ 19. Die extenBiven Btatiatücben HaBzAhlen. 73 

/■(<.,) - /■(».) + ,,f(m) + -f- f\m) 
und 

wotaus man für M selbst 

ableiten kann. 

Für das antiharmonische Mittel findet man immittelbar und exakt 

3f =« + -*-. 

2. £'ür große Unterschiede in den beobachteten Werten nehmen 
auch die Mittel weit abweichende Werte an. Räcksichtlich der 
Reihenfolge, in welcher die Terschiedenen Mittel zu li^en kommen, 
ist fiir die Mittel von zwei Elementen leicht einzusehen, daß das 
antiharmonische Mittel am größten ist, das arithmetische Mittel so- 
dann folgt, das geometrische Mittel unter dem arithmetifichen und 
das hannoniache Mittel unter dem geometrischen liegt. Die Differenz 
zwischen dem! antiharmonischen itnd arithmetisehen Mittel zweier 
GrSßen Oj und a, ist nämlich 

0,+a, 2 2(a, +«.)' 

die zwischen dem arithmetischen nnd geometrischen Mittel 

die zwischen dem geometrischen nnd harmonischen Mittel endlich 

also in jedem Falle eine poBitive Größe. 

Beispielsweise ist zwischen den Größen 1 und 99 das anti- 
harmOttiBChe Mittel 98,03, das arithmetische Mittel 50, das geo- 
metrische Mittel 9,95, das harmonische Mittel 1,98. 

Diese Beziehung gilt aber auch ganz allgemein für n Beobach- 
tungen bei sehr kleinen Abweichungen ej, £,, <„ . . ., £,. Zur Bildui^ 
Ton M muß im Sinne der obigen Ableitungen zu m beim antihar- 

monüchen Mittel das Zusatz^ed + -^, beim geometrischen Mittel 



~ — , endlich beim harmonischen Mittel — treten. 
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74 Q- I^ic Alten dei atatütisclien MaSzahlen aad ilire GnniUltmg. 

Außer dea MittelTrerten wetden als Maßzahlen in der Statistik 
noch der Zentralw^ tmd der dichieste Wart verwendet. Unter dem 
Zentralwerte verstellt man jene Qualität, welche ebensoviele Individuen 
höherer als niederer Qualität neben sich besitzt. Der dichteste Wert 
ist das Individnum jener Qualität, welches die größte Zahl von In- 
dividuen nahezu gleicher Qualität aufweisi 

Auch die beiden eben genannten Werte haben gewisse aus- 
gezeichnete Eigenschaften. 

Beim Zenlralwerte ist die Zahl der positiven und negativen Ab- 
weichungen von diesem gleich groß und die Summe der positiven 
und n^ativen Abweichungen von ihm, nach absolutem Werte ge- 
messen, kleiner als von jedem anderen Werte. Der erstere Satz ist mit 
der Definition identisch, den letzteren kann mau, wie folgt, erweisen: 

Ist der Zentralwert x, so ist die Bedingungsgleicbung für das 
erwähnte Minimum 

j^[io,-3;) + {at~x)+--- + (a^ ~x) + (x- a^^,) + (x - a^^,) 

-}--■■ (a; — aj] — Minimum, 
woraus tut k folgt 

— k + (n~]c)=0 oder S — -^ ■ 

Der Zentralwert ist der wahrscheinlichste Wert für eine Eigen- 
schaft. 

7>er dickiesle Wert ist die weitaus wichtigste MaSzahl der ex- 
tensiven Massenerscheinungen, doch läßt er sich fast niemals un- 
mittelbar den BeobachtungBzahlen selbst entnehmen. Dieselben geben 
nämlich immer die Summe aller Individuen, welche innerhalb gewisser 
Spati^i dea Grundmaßes liegen, niemals die Individuen, welche eu 
jedem Werte des Gmndmaßes gehören. So ei^bt eine Tabelle über 
die Rekratenmaße von 2047 zwanzigjährigen Leipziger Studenten 
aas den zwanzig Jahrringen 1843 — 1862 (Fechuer, Kollektivmaß* 
lehre usw.) 

Zoll 71,25 71,50 71,75 72,- 72,25 

Anzahl 75 81 89 79 81 

vind hat die Bedeutung, daß beispielsweise 75 Individuen eine Höhe 
von 71,25 — 71,50 Zoll hatten. 

Zur Bestimmung des dichtesten Wertes wird man zweckmäßig 
interpolieren, indem man etwa durch drei Nachbarpnnkte eine 
Parabel legt und für diese das Maximum sucht. Eine Parabel, die 
durch das scheinbare Maximum z,,, den unmittelbar vorausgehenden- 
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§ 19. Die extensiven statiatisclien MaBsBhlen. _ 75 

nnd folgenden Wert *_, und x^ in den Werten — 1, nnd 1 geht, 
liat die Gleichimg 

nnd ein Maximum im Abstände X vom Nullpunkte, wobei 



a[2z,-(^,+i,_,)] ■ 

Im obigen Beispiele ist das wahre Maximum 0,11 BruchteUe 
des Äbstandes der einzelnen Werte vom Bcheinbaren Maximum ent- 
fernt imd Bohin 71,72", 

Unter den erwähnten MaBzahlen haben das arithmetische Mittel, 
der Zentralwert und dichteste Wert in der Sterblichkeitsmessung eine 
bestimmte Bedeutung gewonnen. Dae arithmetische Mittel der 
Terachiedenen Lebenslangen einer Generation nannt man die mUilffre 
Lebensdauer; den Zentralwert die tvahrseheinliche Lebensdauer; den 
dichtesten Wert das Normakdtw. Über das Kormalalter wird später 
gehandelt werden; über die mittlere Lebensdauer werden die folgenden 
Andentangen genügen. 

Die mittlere Lebensdauer des Alters x ist nach der Definition 

M = [iT 0, - l^^^) + rTT(;^+i - K^i) + M^(i^+, -i,+a) + ■■■]: l 

= {^h + 2^ : ^, = ic + J'^, : l^, 

wenn l^, ^x+u ^*+s ^^^ Lebenden der zugehörigen Alter bezeichnen. 
Wenn alle möglichen Altersintervalle berücksichtigt werden. 



Jlf = _ -1 Ptdl, = a; + 4 Adi 



Im Sinne der Ausdrücke auf den rechten Seiten der Gleichungen 
ist die mittlere Lebensdauer die Zeit, welche ein Individuum eines 
bestimmten Alters noch zu verleben hat. 

Anmerkung. Den letzten Ausdruck kann man in Terschiedenster 
Art näherungs weise auswerten. Zerlegt mau das Gesamtint^ral in 
Teiliutegrale nach den einzelnen Altem, dann erhält man zunächst: 

M= \ r Cltdt + Cl^dt + Cl,dt + ■ ■ - + fl,dt']. 

Macht man beispielsweise innerhalb jedes Teilintegrales von der 
Beziehung 
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76 

Gebrauch, so erhält man 

Bei der Anwendung der Simpsonsclien XäheTungBformel; 



M,-i + 



'('.»+ '■t.+---)+n'.f+'.t.+---) 



ther den Unterschied der Maßzahlen orientiert die folgende Tabelle: 












in Jubnn 


Deutsche Sterbetaf. 1811/Bl M&nuer 


86,68 


88,— 


70,- 


n Frauen 


S8,45 


42 




72,— 


PrenBiBcbe „ Mänuei 


36.88 


87 




69,- 


Frauen 


37,89 


41 




71,- 


EngliBcbe „ Uänner 


4I,S6 


47 




71,— 


„ „ Franen 


M,6i 


62 




73,- 


FranzCaiBche „ Milnner 


10,83 


46 




? 


Frauen 


48,80 


61 




? 


Schwedische „ Männer 


13,42 


64 




76,— 


„ „ Franen 


48,60 


69 


— 


76,- 



Nach Feclmer (Kollektiruiaßlehre} werden noch mehrere andere 
Mafizahlen der extensiTen MasBenerscheinimgen unterschieden: der 
iScÄeJrfewer/ als Wert der UrBache, welcher gleiche Summen der 
Qualitäten zu seinen beiden Seiten ergibt; der schwerste Wert, welcher 
das Produkt der Qualität und der Häufigkeit des Torkommena und 
anAiii^ABT Ahtoeichattgsschiwerwert, welcher das Produkt der Abweichung 
einer Qualität toq einer ausgezeichneten Qu^tät (dem Mittelwerbe, 
Zentralwerte oder Kormalwerte) mit der Häufigkeit des Vorkommens 
der ersteren Qualität zu einem Maximum macht. 

Bezeidwet beispielsweise t^ die Toten nnd \ die Lebenden des 
Alters i, dann ist fOr den Scheidewert der Lebenslange 

woraus sich 

oder 

2^1,-2x1,^,-^1, 
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§ 80. Die intensiTen Btotiitischeu MftBaaUeu und die Wandenuigeit. 77 
oder endlich 

ergibt. 

Die Gleichvmg ist mit Hilfe von Tabellen Über die Werte 

^Qi — h+i) leiett ISBbar. 

FQr den Schwann Wert der Lebenslange bestellt die Ungleichung 
{x-l)t,_,<xt,>ix + l)f,^, 
nnd nach Substitution der l^ statt t^ und einigen einfachen Trans- 
formationen 
=«a,-.-2'.+',«)-(i.-,-ü«'>(«+l)&,..-2i„,+U-(!.-!„,) 

oder 

a^'^'^.-i + ^^«-1 <o>x-i-l J% + ^l,, 
woraus sich für x selbst 

ergibt. 

Für den Abweichungssckwerwert maß endlich, wenn man die 
Qualität des Hauptwertes mit x^ bezeichnet, die Beziehung 
(a — 1 — a:„)f,_i <(x — x^t^ > (a; + 1 — x^t^^^ 
erfüllt sein, woraus in analoger Art, wie für den schwersten Wert 

{x+\- x^^\ + M^>o<{x- x^J*l^_^ + Jl^_^ 
oder endlid) 



folgt. 

Übrigens haben diese letzteren Größen bisher nur selten Ver- 
wendung in der Praxis gefunden. 

§ 20. Die intonBlven BtatistlBOhea MaSzahlen tmd die 
Wuidemngan (die Ein- und Austretenden in geschlossenen Ge- 
sellschaften). Die Erscheinung der Wanderung nimmt auf die Be- 
griffsbestimmung der Maßzahl einen wesentlichen Einfluß. Weil 
nämlich die Wanderung selbst die QuaUtät des Beobachteten nicht 
ungeändert läßt (die Sterbenawahrscheinlichkeit ist im zurückbleibenden 
Teile der Berdlkerung unter sonst gleichen Umständen von der im 
wandernden Teile zweifellos verschieden), so werden auch die Maßzahlen 
andere sein müssen, je nachdem die letzteren die Erscheinung in der 
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„ursprünglich TOrhandeaen" Masse oder in der „beobachteten" Masse 
festhalten sollen. Die erstere Maßzahl zu erforschen, ist überhaupt 
ausgeschlossen, weil sodann die Ausgewanderten nach Austritt aus 
dem Beobachtnngsgebiet in Evidenz gehalten werden mflßten. Aber 
auch die Maßtsahl fOr die „heohachtete" Masse kann nur mit Bilfe 
YOn Hypothesen über den Verlauf und den Einfluß der Wande- 
nmgen auf die durch sie abgtönderten Gesamtheiten ermittelt 
werden. 

Dies TorauBgeschickt, soll dargelegt werden, wie die Feststellung 
der Maßsuhlen unter der Annahme der Wanderungen im Gebiete der 
Sterblichkeitsmesaung gelingt. 

Die Ein- und Austretenden im Beobaehtungsgebiete bezw. die 
Ein- und Austretenden einer Yersicherungsgesellschaft beeinflnssen 
die ßesultste der Sterbenswahrscheinlichkeit in doppeltem Sinne. 
Einerseits treten gewisse Personen in das Beobachtungsgebiet ein 
und trt^en sohin zu den Todesfällen bei, ohne daß sie sieh unter 
der anfänglich zugrunde liegenden Gesamtheit der Lebenden befinden, 
andererseits werden einige zu Beginn der Beobachtungszeit vorhan- 
dene Personen nach ihrem Austritte ans dem Beobaehtungsgebiete 
sterben und sohin nicht gezählt werden. Um den Einfluß der störenden 
Ursachen kennen zu lernen, wird angenommen, daß Ein- und Austritt 
sowie das Aljleben kontinuierlich vor sich geht. Bezeichnet (p{x + t)dt 
die Anzahl der im Alter x -\- t bis zur Altersstrecke x -\- t -\- dt Ein- 
tretenden, il)(x + t)dt die in derselben Altersstrecke Austretenden, 

endlich l^ die Lebenden des Alters x, dann werden — — j — die 

von diesen Eingetretenen, j die von diesen Ausgetretenen 

im Alter x-\- 1 noch vorhandenen Personen sein und es werden sich 
im Alter x + 1 überhaupt noch Personen unter Beobachtung finden 

F„, - rj^ +ff^»M-f"+y'ät. (DI) 

Die Möglichkeit der Lösung dieser Gleichnng hangt von der 
Kenntnis der Funktion ^(x-\-i) und ^(x -\- f), sowie vom Verlaufe 
der Absterbeordnung ab. Hierüber kann man jedoch der Erßihrung 

1 
bloß entnehmen, daß fg>{x + t)dt = E, einer gewissen Summe von 
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Eingetretenen und f>l>{x + i)dt « Ä, einer gewissen Summe von Aus- 
getretenen gleichkommt. Weitergebende Aofschlllsse sind nur auf 
hypothetischem Wege möglich. 

a) Wittstein bat Toraosgesetzt, daß innerhalb der Altersatreoke 
von einem Jahre Ein- und Austritt, wie das Sterben, gleichmäßig vor 
sich gebt, daß also 

^(x + t)dt — edt, ^{x + t)dt — adt and l^^,— l^ - {l^ — l^^^)t 
ist und e und a Eonstante sind. Danu folgt zniwchst wegen 

fedt — -E vmijadt = ^ für e — E und a - ^ 


und aus der Gleichung (III) 

y.„ - v.a - »,) + (1 - »j/'^^' 
- y.(i - «>.) - '-^(E - Ä) log (1 - «..). 

Wird endlich für die linke Seite die selbstrerständliche Begebung 

V^^^=V^ + E~A-T (in') 

eingesetzt, so erhält man 

und bieraas 

T T 



und in erster Näherung 

'~^ 8 
Daraus ergibt sich der Satz: In einer Gesellschaft von Ein- und 
Austretenden hat man anzunehm&t, daß jeder Ein- oder Atistretende 
durckschnitäick ein halbes Jahr in Beobachtung stand. 

b) Zenner hat angenommen, daß die Zahl der Ein- und Aus- 
tretenden jeweils proportional den Lebenden der Absterbeordnuug 
sei und daß demnach stattfinden müsse: 

fp{x + () = e;,+,d(, ^{x + t) — al,+ ,dt. 
Mit Hilfe dessen folgt zunächst aus der Gleichung (III) 
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imd aus den BeBtimmimgsgleichuiigen fOr E und A die Beziehm^^en 

e — -,-j7i — and a = , _. , , Setzt man in der letzten Glei- 

chui^ (ni") ftlr F,^., Beinen Wert in F., £, ^ und T und substi- 
tuiert die Ausdrücke für e und a, so erhält man oacli einigen Trans- 
formationen 

imd hieraus 

wdclier Wert nahezu mit dem Ausdruck in lY Übereinstimmt. 

Heym gelangte zur selben Beziehung auf Tollständig anderem 
Wege. Er ging von der selbstrerBtäudÜchen Annahme aus, daß — 
Bofem auch die Absolutzahlen in der offenen d. h. sich durch Ein- 
und Anstritte ändernden Gesellschaft von denen der geschlossenen 
Gesellschaft variieren — doch die Relativzahlen gleich sein müßten. 
Bezeichnet man die Abeolutzahlen der Lebenden einer geschlossenen 
Geaellschaft mit l^, die einer offenen Gesellschaft mit A,, dann besteht 
_ d^ _dl, 
^^ >-x' 
Wird nun weiter vorausgesetzt, daß sowohl der Abgai^ durch Tod, 
als bei Lebzeiten in der offenen Gesellschaft sich proportional der 
verflossenen Zeit vollziehe, also — dl^ =^ Tdx und 

sei, dann erhält man: 

_dl^ Tdx 

l, ~ i.^-\-{E-A-T,x 

ond bei Integration zwischen x — und x — \ auf beiden Seiten der 
Gleichung : 

1 K T , i\ , E — A—T\ 

oder 



Hieraus folgt wieder, wenn für y- = \ — w^ gesetzt und das Binom 

auf der rechten Seite der Gleichung bis auf Glieder 3. Ordnung der 
Kleinheit entwickelt wird, die mit (IV) Übereinstimmende Gleichung 



,yCoogle 



■u^ 



§ so. Die intennven statistiBclien Mafizalilen und die WandernngeD. 81 

Der auf drei&oLe Art abgeleitete Zasamraenhang zwischen den 
Sterbenswahrscheinliehbeiten und den Gesamtheiten der Lebenden, 
Verstorbenen und (bewanderten führt sowohl in der BeTÖlkemnga- 
statistih, wie in der Statistik der YeiBicherungsgesellschaften zu 
mehreren überaus bemerkenswerten Theoremen und Formnlarien. 

In der BerßlkemngBstatistik sind die Wanderungen je nach der 
"Wahl der Sterbaiswahracheinlichkeiten yerschieden zu berücksichtigen. 
Wird, wie im § 16, die Differenz zwischen den Ein- und Auswanderungen 
mit J bezeichnet, dann resultiert als Formel für die SterbenswaArgehem- 
lichkeit gleiehaltrig Lebender: 

oder unter Anwenduiig der Formel (IVi) des Äbsclmittes I 



Weil jedoch gemäß VIII,' und Vlllg' des Abschnittes I 

yy-- r'f'- Gi + .j; 

so ergibt sich 

und wenn man in erster Näherung ^G^ — ^ G'^ setzt, 



■ y-z'+iis: 

sohin ein Aasdruck, welcher mit dem sub IX im AbBchnitte 1 er- 
haltenen Ausdruck meritorisch identisch ist. Die Sterb&iswahrsekein- 
Uchkeit der gleieheeitig Lebenden etgiht sich analog aus 

Ml-'i 



mit EUlfe der Formel (V,) des Abschnittes I darcb den Ausdruck: 



ia«)ik«, mothemkttwhe Btotlatlk. 
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82 n. Die Arten du- atatiHtiachen MaBzablen und ihre Etmittlnng. 

Die SterbenswalirBchemlichkeit gleichzeitig Lebender kann man 
ancli aas den Eauptgeaamtheiten 3. Gattong in folgender Art ableiten. 

Betrachtet man die Beobachtungen in der IIL Hauptgesamtbeit 
als Beobacbtnngen, welche ans einer Eauptgeaamtlieit von Lebeaden 
zweiter Gktttung durch Hinzutritt von Lebenden erster Gattung imd 
vorzeitigen Austritt von Lebenden erster Gattung unter gleichzeitiger 
tatsächlicher Wanderung bervorgeheu, dann ist 

„. <a 

Nun ist nach Formel (Vl^ des Abschnittes I 

■«./^ ■'" "1 ". 'l »1 "^ «!/%' 

sohin wird 

«j=- 5iS 

Man erhält demnach für w den bereits auf S. 41 abgeleiteten 
Ausdruck. 

Daraus ergeben sieb die folgenden Sätze: 

1. Die Formd für die SterbenswahrscheifAichkeit Gl^(Atdiriger sowie 
die BesHmmung der SterbenswahrscheifAicHkeit im Wege einer Soitpt- 
gesamtheit von Toten IIL Gattung erlmden durch BerücksichUgung des 
Einflusses der Wanderungen keine Änderung. 

2. Dagegen, Tcommt die SterbenstvahrscheinlyMeitgleickeeitig Lebender 
dem Verhältnisse der Toten und der hdlhen Summe der Ldienden sa 
Beginn v/ad am Ende der Beobachtungsperiode, vermehrt um die Toten 
in dieser, gleicA, 

In der Statistik der Yersichemngsgesellscliaften erfolgt die Be- 
handlnng der Ein- und Austretenden immer in der gleichen Art, 
nämlich dorcb tunlichste Elimination des Einflusses der Eintritte und 
durch Au&nacbnng einer Sorrekturkolonne für die Austritte im 
Zäblformulare. 

Die Eintritte fallen nämlich im allgemeinen dadurch ans der 
Rechnung, daß von vornherein nach Gesamtheiten gleichen Eintritts- 
^ters beobachtet und — wie in der Gotbaschen und englischen 
Methode — der fiktive Geburtstag in den Eintrittstag verlegt wird. 
Nur bei der deutschen Methode, welche nach den genauen Geburts- 
tagen rechnet, müssen die Zahlen der ersten Zeile und bei allen drei 
Methoden die Beobachtungen im Falle des Wiedereintrittes im Wieder^ 
eintrittsjahre mit der Hälfte in Rechnung gezogen werden. 
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Die Form, welche doB ZäUformular eodann annimmt, ist aua 
dem nachfolgenden Schema zu ersehen.') 
Fonmtlar I. 



■ 




so... 




Bnmma dar Ani- 


Wi»d«- 




Zitld» 


iBdW 


•ingö- 

treHn 
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•uUnng 








Halb« 
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T.r- 


Tod.^ 


LOinng 
d«( V«r- 
tngai 
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Kib« 
Jkk» 
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.«min 
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a n. 10) 
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6 


& 


10 


11 

























§31. Dl« BOMunmengesetsteii Matoahlwi. Man kann die 
einfachen Maßzahlen in mannig&cher Art kombinieren, nm die Ände- 
rungen an der Gesamtheit hei Bimultauer oder sukzeesiver Einwirkung 
mehrerer Ursachen zu beohachten. Kombinierte Maßzahlen sind bei- 
spielsweise die Wahrscheinlichkeit eines Aktiven, im Laufe des Jahres 
iuTalide zu werden und zu sterben oder invalide zu werden und zu 
leben; das Seschlechtsrerltöltnis der Geborenen und Verstorbenen; die 
Wahrscheinlichkeit eines Individuums bestimmten Alters, nach einer 
Reihe von Jahren noch zu leben oder bereits verstorben zu sein. 

Die große Mehrzahl dieser Maßzahlen wird durch Rechnung aus 
den einfachen Maßzahlen gewonnen und ist nicht Gegenstand der mathe- 
matischen Statistik. In ihren Bereich fallen nur solche zusammen- 
gesetzte Maßzahlen, welche entweder unmittelbar beobachtet werden 
oder als Erscheinung eine gewisse selbständige Bedeutung gewonnen 



1) Die Erklänuig zu obigem Schema erfolgt in Analogie mit den Ana- 
fahnmgea sum Schema I des AbBcbnitteB I bezw. in der Anmerkung zum For-. 
mular Tl. Tritt nämlich in die BAhie Dach dem Qoenclmitt auch noch FlüBig- 
keit ein, dann hat m&n vom Abflufl noch den EinflnB za Bubtiahieren. Ffir «^ , ,. 
als dei im Quetaclmitte x-\-i eintretenden FlfiBigkeitsmenge erhält man aU 
durch den Querschnitt x tretende Menge 



^<«.. 



t,)- 



Wegen der anzubringenden Korrektor wird die obige Foimel 
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II. Die Arten der statistiscben Maßzahlen und ihre Eimittlung. 



haben: die verschiedenen Arten der Mittdwerte, der Indizes und die 
DeJcr&nmtentafeln. 

Die (IDOOfacheo) MiUehverte der eitsammmgesetsten Erschmiungen 
werden kurzweg als Btatistische Ziffern (die lOOfachen Werte als 
Prozent) bezeicluiet. Sie sind sämtlich Quotienten aller Änderungen 
einer bestimmten Art, welche während der Zeiteinheit ana einer in- 
homogenen Individnengruppe herrorgehen und der Zahl jener beob- 
achteten Indiriduen, In der Praxis sind die SterbezifEem, die Ge- 
burtenziffern, die Trauungsziffem, Yerheiratungsziffem, Krankheits- und 
InTaliditätsziffem im Qebrauch. 

Bezeichnet iS die Anzahl der in einem gewissen räumlichen Ge- 
biete innerhalb eines Jahres Gestorbenen, (r die in der gleichen Zeit 
und im gleichen Gebiete Geborenen, T die Zahl der Trauungen, F„ 
die Zahl der verehelichten lldmier, V^ die der Frauen, J die Zahl 
der Invaliditäts-, K die der Krankheitsfälle, endlich L die Zahl der zu 
Beginn des Jahres Lebenden, darunter M die heiratsfähigen M&nner, 
F die heiratsfähigen Frauen, dann sind solche auf die Einheit be- 
zogene Ziffern: y (die Sterblichkeitsziffer), y (^^ Geburtenziffer), -=- 
(die Trauungsziffer), 7 (die InTalidenziffer), -^ (die Heiratsziffer für 
Männer), -^ (die Heirataziffer för Frauen). Nachstehende Tabelle 
gibt das Hundertfache solcher Ziffern beispielsweise wieder: 



Sterblichkeitaprozeut 
18T1/8S 188S/93 



GrebnrteDprozent 
1876/80 1881/91 



Heiratsprozent 
1876/80 1881/91 



ÖBterreich 

Deutschland 

England 

Frankreich 



8,06 
2,62 
2,06 
2,94 



0,774 

0,783 
0,767 
0,761 



0,774 

0,793 
0,751 



Über die Verwendbarkeit der Sterblichkeitsziffem als Maßzahlen 
wurde bereits in § 3 gehandelt; die gleichen Bemerkungen gelten Ton 
allen übrigen Ziffern. 

Besonders zu beachten ist, daß sich die statistischen Ziffern nicht 
als wahrscheiDlichste Werte eines Grundwertes der Erecheinong auf- 
fassen lassen, wie dies für die Mittelwerte eiu&cher Erscheinungen 
möglich war; sie sind lediglich Eigebnisse eines in seinen Einzel- 
heiten nicht dargestellten und im Wege des Mittelwertes auch nicht 
darstellbaren Gesetzes. Es wurde hervorgehoben, daß die Bedeutung der 
Sterblichkeitsziffem von Koröai durch teilweise Auflösung des ganzen 
Beobachtongskreises nach Altersgruppen weseutUcb erhöht wurde. 
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Eine gleiche Anflösnng ist offenbar such ftlr die Mittelwerte aller 
anderen zusammengeaetzt^i ErscheianngeD nnerläßUcb. 

Angesichts des geringen Inhaltes, welchen die a^rriiluiten Dorch- 
schnittaziffem besitzen, tritt noch ein weiteres Problem in Erscheinung; 
nämlich die Beantwortung der Frage, durch welche von mehreren aaf 
ganz verschiedenen Wegen gewonnenen Ziffern ein und dieselbe Er- 
scheinui^ am besten charakterisiert wird. So kann die Frage nach 
der mittleren Lebensdauer von Individuen aneh lüiherungsweise dardi 
die Fr^^ nach dem mittleren Alter der Lebenden oder Gestorbenen 
beantwortet werden. Das eretere Maß ist durch die Beziehung 

^ — , das letztere durch die Beziehung V"" 
£L ST 

' a ' 

gegeben, wenn L^ die Lebenden und T^ die Toten des Alters x be- 
deuten. Die erstere Maßzahl kann man gewinnen, wenn man entweder 
a) die aus einer Volkszählung sich ergebende Altersbesetzung der 
BeTÖlkerung oder b) die Lebenden einer Abeterbeorduung gleichzeitig 
Lebender oder c) die Lebenden einer Generation zu Grunde legt. Im 
Falle a) bestimmt man das Durchschnittsalter der Bevölkerung, eine 
Maßzahl, welche gleich der zugrunde liegenden ÄltersverteUung „dem 
Altersaufbau" von der Absterbeordnung, der Geburtenfrequenz und 
den Wanderungen abhängt. Im Falle b) und c) gelangt man zu der 
bereits behandelten mittleren Lebensdauer. 

Zu ganz analogen Erörterungen gibt das mittlere Alter der Ver- 
storbenen Veranlassung und führt stets zu anderen Ziffern, je nach- 
dem man bei der Berechntmg von der tatsächlichen Bevölkerung oder 
den Ergebnissen einer Dekremententafel ausgeht. 

Die Indexzahlen sind die Verbältniszahlen, welche sich aus ge- 
gebenen Reihen statistischer Ziffern für dieselbe Erscheinung unter 
Zngmndelegui^ einer dieser Ziffern als Maßstab ermitteln lassen. So 
erhält man die Indexzahlen ftlr die Sterblichkeit in der Dekade 1890 
bis 1900, wenn man die Sterblichkeitsziffern dieser Periode durch die 
Sterblichkeitsziffer irgend eines Beobachtungsjabres teilt. Solche 
Zahlenreihen leiden selbst verständlich an allen Mängeln der Grund- 
zahlen, aus welchen sie hervorgegangen sind.') 

1) Ea i«t sieht zu fiberseheD, daS den Indexzahlen auch wesentlich andere 
Bedeutungen beigelegt werden. ECrCsi bat beiapielsweise als solche die Pro- 
dukte dea ProzentverhältoiaaeB der Altera Verteilung einer StandaidbeTfilketung 
innerhalb einer beBÜmmten AlterBklaase yoit der SteTblichkeitaziffeT dieaer Altera- 
Uaase bezeichnet. 
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Die Dehrementent(^eln. Unter einer Dekremententafel versteht 
man eine Maßzahlengruppe, ans welcher man entnimmt, wie sich eine 
g^^bene Anzahl von IndiTidnen eines bestimmten Alters sabzessive 
unter dem Einfluß einer oder mehrerer bestimmter, vom Alter ab- 
hängiger Ursachen veränderi Solche Dekremententafeln sind die 
Absterbeordnungen, Aktirenordnungen, Heiratsordnongen nsw. Die 



toherungstechniscbe Bedeutung 

saenschaft festgestellten Hegeln 



Tafeln haben fast ausschließlich versio 
und werden auch nach den in dieser Wis: 
abgeleitet. Von großem statigtiscben Interesse ist die Äbsterbeordnung. 

Dieselbe soll daher im folgenden eingehend erörtert werden. 

Unter einer Äbsterbeordnung versteht man eine Skala, aus welcher 
sich et^bt, wie viele von einer beobachteten Anzahl von Lebenden 
eines bestimmten Alters in den aufeinander folgenden Altem noch 
leben. Man leitet sie aus den sukzessiven Sterbenswahrscheinlich- 
keiten der Alter 0, 1, 2, . . ., «, «■(,, w,, w,, . . ., w„ ab, indem man 
deren Eomplemete mit einander multipliziert. Die von G Geborenen 
im Alter « noch lebenden Individuen sind G {l — w^) (1 — w-^) . . . 

(1 -«'.-■■)• 

liu Nachfolgenden soll nun gezeigt werden, in welch verschie- 
dener Art bisher die Absterbeordnungen konstruiert worden sind; 
hierbei wird sich Gelegenheit ergeben, die sämtlichen fär die Ge- 
schichte der Wissenschaft oder die Praxis bedeutsameren Absterhe- 
ordnnngen vorzuführen. Dieser Darstelltmg soll jedoch eine Ein- 
teilui^; der Sterblichkeitstafeln vorausgehen. 

Die Absterbeordnungen zerfallen nämlich in solche der allgemeinen 
Bevölkerung und in solche von Versicherungsgesellschaften. Beiderlei 
Tafeln teilt man je nach dem Materiale, aus welchem sie gewonnen 
werden, ein und zwar die ersteren 

1. in Absterbeordnungen einer stationären Bevölkerung als Er- 
gebnisse aus den Totenregistem; 

2. in Absterbeordntu^en aus den Gesamtheiten von Verstorbenen 
und Geborenen; 

3. in Absterbeordnungen aus den Oesamtheiten von Verstorbenen 
und Lebenden; 

die letzteren 

l.inAbsterbeordnungen aus dem Materiale der Rechenschaftsberichte; 

2. in Absterbeordnungen aus den Au&eichnungen über Eintritt, 
Austritt und Todesfälle der Versicherten, wobei wieder zu unter- 
scheiden ist, oh die Untersuchungen lediglich aus dem Materiale einer 
einzelnen oder mehrerer Versicherungsgesellschaften hervorgehen. 
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§ 23. Die Abaterbeordnimgen einer stetionAren Be- 
T51keniii|r. Bei «iner stHtioiiiireii Bevölkerong ist die Zahl der jähr- 
Uchea Geburten gleich der Anzahl der jährlichen Todesfälle. Die 
erwähnte Eigensdiaft kann unter den mannigfachsten YorsoBsetzungen 
eintreten. Sie wird sich immer ergeben, wenn die Reihe der Sterbeos- 
wahrscheinlichkeiten aller Alter nnd damit die Absterbeordnnng un- 
Terimderlieh bleibt (eine herrschende ist) and alle Jahre gleich viel 
Personen geboren werden. Bei solchen Voraussetznngen etgibt sich 
nämlich das folgende Yerieilungsschema fOr die Bevölkerung nach 
Altem (siehe Schema II). Hierin bedeuten fr die in jedem Jahre 

Schema II. 
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Geborenen and F,, Vj, F,, allgemein F» die daraus hervorgehenden 
Lebendwi der Alter 1, 2, 3, . . ., k. 

Ans dem Schema kann man die folgenden Eigenschaften der 
stationären B«T5lkemi^ ableiten: 1. Die AofteOnng der Bevölkerung 
nach Altersklassen (der Altersaufbau) ist fSr die Generationen nnd 
die gleichzeitig Lebenden gleich; es haben nämlich die Yertikalzeilen 
des Schemas (die Qenerationskolonnen) mit den HorizontalzeUen (den 
Jahrgangszeilen) den gleichen Aufbau. 2. Die Lebenden des Alters x im 
Kalenderjahre £_ sind immer gleich der Summe der in diesem Kalender- 
jahr in aUen höheren Altem Sterbenden. Man erhält die letzeren als: 

iK - K+i) + (Kfi - ^,+s) + (^-+1 - ^«+.) + K 3- Die 

Sterbenswahrscheinlichkeiten des Alters x sind dem Quotienten der 
Toten des Alters x in irgend einem Kalenderjahr nnd der Summe 
der Toten desselben Kalenderjahres aller höheren Alter gleich. Es 
ist neulich 



'(^«-^.+i) + (^.+i-'' 



-.) + ■ 
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Die Bichtigteit der ffleicbnng ist eine unmittelbare Folgerung des 
Satzes sub 2. 4. Die SterblicKkeitnzifFer ist der Geburtenziffer sowie 
dem reziproken Wert der mittleren Lebensdauer gleich. Es ist näm- 
lich die Sterblicbkeitsziffer 

o-y,+{Vi-Vt) + --- 

G+r, + r, + --. ' 
d. L, wenn man den Zähler Terein&cht^ 



G+^. + F, + --- 
Die mittlere Lebensdauer kommt aber gleich 

g+n + n+... 

G 

Aus diesen Sätzen hat sich die folgende Aegel fdr die Gewinnung 
einer Absterbe Ordnung für eine stationäre Bevölkerung ergeben: Man 
beobachte bei den Verstorbenen eines Kalenderjahres die Todes- 
alter, teile die gewonnenen Zahlen nach Altersklassen, schreibe die 
letzteren in Vertikalkolonnen an und summiere sie Ton unten (den 
Toten der höchsten Altersklasse) aufwärts. Der Quotient der Toten 
jeder Altersklasse in die in der Sommenkolonne stehende Zahl ist 
deren Sterbenswahrscheinlichkeit. 

Die Methode wird nach ihrem Eintdecker die Halleysche genannt. 
Nach derselben wurden miter anderen die Absterbeordnung von Halley 
(1693), die von Smart (1728—1737) und deren Verbesserung von 
Simpson (1742), die Sterblichkeitatafel von Saßmilch (1741) und ihre 
Verbesserung von Bamnann, die Northampton Tafel von Price, War- 
gentins schwedische Tafel (1766), die Tafel von Duvillard konstruiert. 
Im einseinen ist hierüber anzugeben: 

Halleys Tafel wurde aus den (von Caapar Neumann veröffent- 
lichten) Totenlisten der Stadt Breslau und zwar aus den wahrend 
das fSnfjährigen Zeitraumes vom Jahre 1686/91 verstorbenen 5869 
Personen konstruiert; die Zahl der in diesem Zeitraum Geborenen be- 
trug 6193. 

Smarts Tafel ist aus den Totenlisten der Stadt London für die 
Jahre 1728—1737 ermittelt worden. 

Simpson korrigierte die beim Alter Null mit 1000 Lebenden 
beginnende Smarteche Tafel in der Art, daß er von jeder der 
Altersklassen bis zum 25. Jahre 140 Lebende abzog und die so- 
dasm gewonnenen Zahlen mit ^ multiplizierte. Er hat nämlich an- 
genommen, dafi die Smartsche Tafel nach dem Alter 25 nicht mehr, 
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Tor dem Alter 25 jedoch wegen der Zuwanderungen zu korrigieren sei. 
Die letzteren gl&nbte er nach Yergleichnng der Tanfhandlungen and 
BegräbnisBe mit '/, der im 25. Lebensjahre rorkommenden 426 Leben- 
den abBchätzen za Bollen. Er moSte sobin die sämlichen vor dem 
25. Altersjahre um diese Korrektur gekürzten Zahlen zur Herbeiführung 
der Kontinuität der ganzen Wertereihe entsprechend vergrößern. 

Süßmilch verwendete za seiner ,^roßen SterhlvMeitstafd" die 
Totenzahlen von 31 Dörfern der Mark Brandenburg, die Tafel War- 
geatins von Schweden und die Totenzahlen von 3 kleinen und 5 großen 
Siädten, unter welchen sich Wien, Berlin und Paris befinden. Daraas 
konstruierte er zunächst die Zahlen der Toten jeden Altera für jeden 
einzelnen Beobachtungskreis und hieraus die Sterbetafel als Summe 
der mittleren Totenzahlen; als mittlere Totenzahl jeden Alters aber 
nahm er das arithmetische Mittd der Totenzahlen der einzelnen Sterbe- 
tafek an. 

Price hat 10 Sterbetafeln konstruiert. Unter diesen gelangte 
die aus den 46jährigen Totenregistem der Stadt Northamplon (1735 
bis 1781) zu großer Berühmtheit Ke erscheint gleichfalls nach der 
SimpsonBchen Annahme über die Einwanderungen abgeleitet. 

WargentiuB schwedische Tafel. Wai^eutin berechnete auf Grund- 
lage der Volkszahl des Jahres 1757 und der durchachnittUchen Toten- 
zahlen der Jahre 1755 — 1757 Sterbetafeln für beide Geschlechter nach 
richtiger Methode. Dieselben sind Zusammenstellungen darüber, von 
wie viel Personen je eine stirbt. Knapp (Theorie des Bevölkenings- 
wechsels) macht ihm zum Vorwurf, daß er die nach richtigen 
Prinzipien ermittelte Tafel von Eorseboom, die Halleysche Tafel, die 
schwedische Tafel (nach Halleya Methode) und die Tafel für 6 
schwedische Hanptmannschaften zu einer neuen Tafel kombinierte, in- 
dem er das arithmetische Mittel der Sterbeziffern auf je 1000 Per- 
sonen bildete. 

Duvillard. Die Duvillardsche Sterbetafel ist aus 101500 Sterbe- 
fällen der Stadt Paris abgeleitet worden und im Jahre 1806 er- 
schienen. Duvillard war sich des Mangels seiner Tafel bewußt; es 
vor ihm nur darum zu tun, den Einfloß der Blattcmsterblicbkeit auf 
eine Bevölkerui^; zu gewiimen. Er glaubte übrigens daran, daß die 
Tafel die Sterbeverhältnisse von Frankreich vor der Revolution ganz 
gut widergebe. 

Im nachfolgenden werden die mittleren Lebensdauern der prak- 
tisch wichtigeren unter den genannten Tafeln für einige Alter zusammen- 
gestellt 
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Die mittleren Lebensdauern im 


Älter « nach den Sterbetafeln von 


AJter 


Halley 


SOSmilch 


M^; 


DüTillard 


England Deutachland 
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90 


0,0 


3,1 


2,0 


8,9 
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— 



Die Grundlagen der Methode von Halley sind als gänzlich un- 
berechtigt erkannt worden, weil es niigends stationäre BeTölkenmgen 
gibt Vergleiche zwischen den nach Halleys Methode und korrekt 
ermittelten Überlebenstafeln haben oft Unterschiede von 30% und 
mehr ergeben. 

Teilkampf Tersuchte die Methode auf Grund der Aufzeich- 
nungen über die Geburtenfrequenz zu korrigieren. Bezeichnet man 
mit Gt die im Kalenderjahre k Geborenen, it die im selben Kalender- 
jahre, jedoch im Alter ^ Verstorbenen und nennt den Quotienten 
G^: Gt_f = Pi, dann besteht unter der Voraussetzung einer betrscheu- 
den Absterbeordnung 

Nan kann man die Geborenen des Kalenderjahres Je, welche in den 
Kalenderjahren k, 1c + 1, k + 2, . . ., k + n und zwar im Alter 0, 1, 
2, . . ., n sterben, durch 

Gj — To* + Ti**' + 2*,*+» + ■ ■ ■ + 7'^+"' 
und mit zu Hilfenahme der vorletzten Gleichung auch durch 

G^= r„* +p,T^' + PsT^*+- ■ ■ +pnn +i>.+i2',f+i + ■■ - +P„T* 
aufldrücken. Ebenso et^eben sich die Überlebenden des Alten n aus 
der Generation des Geburtsjahres k nach der Gleichung 

Als Sterbenswahrscheiulichkeit folgt sohin: 

Anf Grund dieser Gleichung läßt sich die Fr^e beantworten, 
wie sich die Sterbenswahrscheinlichheiteu nach Halley zu den korri- 
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gierten SterbeaswalirBcIiemliclLkeiten TerhalteiL Es iat der Unter- 
schied beider, wenn die entsprechende Hallejsche Sterhenswahrachein- 
lichkeit mit vo'^ bezeichnet vird, 

S — W—W — — ~-i - . ■■ ■ w.. (VI) 

Im ^hler des Bruches sind die sämtlichen Differenzen Nall, 
wenn p« ™p„+i ~ JJ^+i = ■ ■ ■; sie sind positiT, wenn die p„^.|, 
P»*»» • • - ^Kj ^'® ^'""^ negaÜT, wenn die p.+i, Pn+»f ■ • ■ ^Pn- 
Ob das eine oder andere statt hat, Mögt davon ab, ob die n** Cte- 
bortemdffer kleiner oder größer aU die folgenden Oebortenziffem sind, d. h. 
ob die Bevölkerungszahl dem n*™ Jahre gegenüber im Wachsen oder 
in der Abnahme begriffen ist; die für alle Äi^ entwickelten Hdiie^- 
a^ten Sterben^cah-scheinlichkeiien werden größer, gleich oder Meiner als 
die korrekt ermiitdien Sterbenswahrackein^hkeiten sein, faUs die Se- 
v^kertmg iiherhaupt in Zunahme, in Beharrung oder Abnahme be- 
griffen ist. 

Die Gleichung VI kann auf einfachste Art zur Korrektur der 
Sterbens Wahrscheinlichkeiten im Wege der Eulerschen Hypothese 
benfitzt werden. Der letztere hat angenommen, daß die Oeburten- 
ziSem in geometrischer Progression wachsen, wenn die Zeit in arith- 
metischer Progression zunimmt 

Ist allgemein p^ ^ q', dann ergibt sich fäi w^ : 



"'» rij + gri+j + sTj+g-i--- 

Wird beispielsweise angenommen, daß die Geburten eines Landes 
alle Jahre um Vi7oo zunehmen (nach Jones), so lautet die letztere 
Formel 



» r; + 1,005 r*^^ + 1,006' r*^^ + 1,005' r*^g + ■ ■ ■ 

Man hat sehr häufig nach dem ziffernmäßigen Unterschied zwi- 
schen den E[aLle;scheu Sterbenswahrscheinlichkeiten und ihrer Korrektur 
gefr^;t. Für das Alter Kuli läßt er sich leicht bestimmen. Beträgt 
t die Anzahl der im ersten Lebensjahre Gestorbenen, G die Zahl der 
Geborenen und T die Gesamtsumme der Verstorbenen, dann ist das 
Verhältnis der Sterbenswahrscheinlichkeiten^ ■ ^ = Y ^^ Jahre 1849 
wurden in Sachsen 82068 Geborene und 57988 Verstorbene beob- 
achtet. Das Vertmltnis der Sterbenswahrscheinlichkeiten beträgt 
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Qoetelet hat aus den BeobachtnngeD Üher die Sterbliclikeit in 
Belgien (in den Bulletins de la commisBion centrale de Statistik) die 
nachstehende, auszugsweise wiedei^egebene Tabelle veröffentlicht: 



Lebrad 




YBdiUtnli dar 


Alter 


Labaade nuh 




H*llii7 1 


>rriglert 




HaUej 


korrigiert 




10000 


10000 


1,— 


80 


4539 


6780 


1,26 


7946 


8497 


1,07 


40 


8933 


6109 




7128 


7882 


1,11 


60 


8288 


4401 


1,88 


6S64 


7263 


1,15 


60 


8616 


8464 


1,38 


6822 


6886 


1,18 


70 


1668 


2161 


1,81 


6236 


6860 


1,21 


80 


699 


760 


1,26 



§ 33. Die AlMtarIwordiiungeii aus dMi 0eMuntli«ltaii der 
Torstorbenen nnd Geborenen. Die in diese Klasse Mlenden 
SterbUchkeitstafeln sind entweder Aisterbeordnangen gleichzätig Yer- 
storheaer oder Absterheordnungen einer Genera^on, je nachdem man 
die Toten eines Kalenderjahres nach Altern ordnet und sie mit den 
Geborenen der Torausgehenden Kalenderj^re zusammenstellt oder die 
Geborenen eines Kalenderjahres den Toten der aufeinander folgenden 
Kalenderjahre zuordnet. 

Über den Unterschied der beiden Sterbetafeln orientieren die nach- 
stehenden Figuren: 

[ Eonetiuktion einer Sterbetafel 
einer Generation. 
/G 



Geometrische DarateUang der Geeuntheiten : 
gleichseitig Verstorbener 
/G 




In bezug auf die beiderlei Sterblichkeitetafeln kann man die fol- 
genden Sätze ableiten: 

1. Bei den Sterblichkeitstafeln gleichzeitig Verstorbener werden 
die Gesamtheiten der Verstorbenen der Fig. 8a: aOjCjftj, Cii,(^6j, 
c^hfC^h^ mit den Gesamtheiten der Geborenen derselben Figur aa^^ 
OjO,, ajOj usw. zusammengestellt; bei den Sterblichkeitstafelu einer 
Generation sind die Zählei^esamtheiten die Verstorbenen der Figur 8b 
oOj'&frj, a^a^hfb^, (^^s'^j^s usw., die Nennergesamtheit ist fllr all« 
Alter die Gesamtheit der Geborenen derselben Figur aha'. 



,yCoogle 



§23. Die Absterboordn. ans dm Q«BUntiieiten deTVei(torbeneDn.Qebor«iieD. 93 

2. Die für beide AbsterbeordnangeD beobachteten Totengesamt- 
heiten sind HauptgeBamtheiteuIILäattaDgaiid eignen §ich daher anmittol- 
bar nicht zur Bildong von Wahrscheinlichkeiten. Man kann aber wenig- 
stens näherongsweise zu diesen gelangen. Bezeichnet man mit f{3c) die 
Wahrscheinlichkeit, daß ein Geborener das Alter Ton x Jahren erreiche 
und im nächsten Jahre (sohin zwischen dem Alter x und x + 1) sterbe, 
und werden beispielsweise in der ersten der obigen F^^en die ans 
OjOj Geborenen das Alter x Erlebenden durch c^\, die aus a^a^ 
Cteborenen das gleiche Alter Erlebenden durch \e^ repriisentiert^ so ist 

Unter der Voraussetzung, daB sich die in den Haupt^esamtheiten 
Sterbenden gleichnmßig über die sie zusammensetzenden Elementar- 
gesamtbeiten verteilen, kann man auch schreiben: 

a,a^f(x) = 2 CjbfCg und a^atf(x) — 2 bgCgb^, 
woraus anmittelbar als Summe sich ergibt 

/■(a:)[a,aB + o^aj ~2lc,b,c, + 6,(^6.] - 2c,(^&,6j, 
oder endlich « « j- « n 

Die Wc^rscheirUickkeit eines Geborenen, im AUer x nu sterben, 
"kommt demneuii auch dem Quotienten einer III. Hm^tgesamtheit von 
Verstofienen und dem ari^metischen Mittd der Geborenen jener Ka- 
lenderjahre gleich, aus welchen die Gestorbenen hervorgehen. 

3. Ber obige Satz ist allerdings nur mit Hilfe der Annahme über 
die gleiehmäßige Verteilung der Verstorbenen der DL Hanptgesamt- 
heit auf die Elementai^esamtheiten erhalten worden. Man kann aber 
genauere Wm^« für die obigen Wahrscheinlichkeiten unter der Vor- 
aussetzung ableiten, daß eingehendere Beobachtungen über die Ge- 
burten vorli^en. Sind dieselben beispielsweise für jeden n"" Teil eines 
Jahres gegeben und werden die 
Zahlen derselben für das (**• Kalender- 
jahr mit g^, g^, • • •, g^ bestimmt; 
bezeichnet f(x) die Wahrscheinlich- 
keit das Alter x, f{x + 1) die Wahr- 
scheinlichkeit das Alter ;r + 1 zn 
erreichen, wird endlich angenommen, 
daß die Wahrscheinlichkeit, ein 
zwischenliegendes Alter zu erreichen, 
durch geradlinige Interpolation er- ()^1. 
halten werden könne, dann ist die 
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aus diesen OeburtenzaMeii resultierende Hauptgesamtheit der Toten 
III. Gattong (siehe TOrstehende Figar): 

ahcd - aß,r, + ßtr,ß,r, + ß,i',ß,n + ^ [« ^w - A« + 1» 

+ 8!S(/(« -/•(« + !))+■■■+ 2« -li«;(f(j;)-/-Ö;+l)) 
+ (2»-l)!^+'(f(i)-A«+ D) + (2n - 3) SS+' (/■(!) 
-/•(«+«) + ■•■ + «+'(/■(»)- rt« + 1))] 
- i l/W - n« + D) W + 3« + • • • + 2;r=^l Ä 
+ 2»^n^s{+> + 2»-8j{+' + • • ■ + 1«+']. 
Werden endlich die Geborenen des EalenderjahreB fi im Ganzen 
mit 6'' bezeichnet, dann kann man auch schreiben 

abcd - tfw - A« + IDL«'*' - Ä ■2'<^' - '' ('''*' - "''>]■ 

(Vergleiche Knapps Anhal tische Methode.) 

4. In den Absterheordnungen gleichzeitig Verstorbeiier werden 
die Beobachtungen über bo viele Generationen beotltzt, als Alter im 
MeDBchenleben vorhanden sind. Weil sich die Sterblichkeit von Gene- 
ration za Generation ändert, entspricht der Absterheordnnng kein 
reales Substrat. 

Ö. Beiderlei Arten der Sterblichheitsmessni^ sind nnr m5(^ch, 
wenn der Einfloß der Wanderungen gleidi Null gesetzt oder durch 
ii^nd ein Mittel bestimmt Verden kann. 

Man verwendet die Metboden demnach allgemein zur Bemessnng 
der Kindersterblichkeit; die Bestimmung des Einäasses der Wande- 
rungen wurde durch direkte Beobachtung^! dieser sowie nähemngs- 
weise durch Berücksichtigung der Militärkonskriptionen^) verauchi. 

Die Beobachtung gleichzeitig Verstorbener fObrt auf das Tell- 
kampfeche Verfahren. Unter den hierher gehörigen Sterbetafeln sind 
anzuführen: 

Tellkampf hat nach seiner Methode eine Sterblichkeitstafel fQr 
Hannover aus den Ergebnissen Ober die Beobachtung der Todesfälle 
von 1824^1843 und der Volkszählui^en von 1833 und 1845 konstruiert. 

Demonferrand konstruierte eine Sterbetafel fOr Frankreich und 
suchte den Einfluß der Wanderungen nach den Militärkonskriptionen 
während der Jahre 1812 — 1831 zu bestimmen. 



1) Betraf die jährliche Znnshme der Geburten 2 %s > die der Milit&ikon- 
skriptionen 6%,, so können die Zuwacbspiozente der Berölkerung, BOmit der 
Einfluß der Wanderungen durch entsprechende Interpolation gefunden werden. 
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Hermann benützte die TodeafÖUe Bayerns innerhalb der Jahre 
1834 — 1851 und die Oeburtenbewegong vom Jahre 1817 bis znm 
Jahre 1851 nnd erhielt hieraus eine Sterbetafel ftlx die ersten 34 Alter. 

Bortbiewicz konstruierte eine Tafel fdr RuSlaud (allg. stat. 
Archiv 1893), indem er die Todesfiille aus den Cleburten Jahr für Jahr 
verfolgte und die auf solche Art erhaltenen äenerationstafeln mehrerer 
Gebnrtq'ahre zusammenfaßte. 

§ 24. Die AbBterbeordnnngen ans den OeMuntheiten 
von TerBtorbenen nnd Lebenden. Die in diese Gruppe Mlenden 
Qeometriache Darstellung znr Sterbenstafel aus den a) Hanptgesamtbeiteii der Toten 
T. Qattang H. Gattung ID. Gattung 

G 






rig. 10,. 



Iflg. 10,. 



Sterblichkeitstafeln, die Stm^lichkeitsiafdn 
^leiekedtig Lebender, können entweder aus 
den verschiedenen Hatyatgesamiheiten oder 
Ulemeniargesamthdten der Toten beigestellt 



b) GmndgeBamtheiten der Toten 



Die Unterschiede zwischen diesen 
verschiedenen Absterbeordnnngen werden 
durch die vorstehenden Figuren deutlich. 

Ans ihnen kann man ableiten: 

1. Die Ahsterbeordnungen aus der 
I. Hauptgesamtheit (Fig. lOj) werden durch n^, lo^. 

Multiplikation der Ausdrücke 

öo, ' ^ ö,«, ' ^ &.<».'■■■ 

die ans der IL Haupigesamtheit (Fig. 10,) durch Multiplikation der 
Quotienten 

l _ aba,b, ^ a,b,atb, i_^A^ 

»»1 ' o,«» ' «jO. ' ■ ■■ 

die aus der lU. Hanpt^esamtheit (Fig. 10g) durch Multiplikation der 
Quotienten 
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- 2aa,6,6, ^ 2 tt, g, 6, 6, 

erhalten. 

Bei den Elementai^esamtlieiten (Fig. 10^) entetehen sie eadlich 
durch Mnltiplikatioii der doppelten Reihe von Faktoren: 

a,&,6a 1 _ "t^t^ 



und 



^ Ug V^ Vg ^ U^V^U^ ^ Ug Vg »4 

"«Ä"' ~äA~' "^Ä"' 



1- 



a,a,0| 



2. Ebenso wie bei den Absterbeordnnt^en gleichzeitig Verstorbene^ 
werden auch bei denen der gleichzeitig Lebenden die Beobachtungen 
EO vieler verschiedener Generationen, als Alter in einem Menschen- 
leben enthalten sind, benätzt. Es entspricht daher auch diesen Ab- 
sterbeordnungen kein reales Ergebnis. 

3. Unter den Absterbeordnungen gleichzeitig Lebender sind nur 
die Ahsterbeordnung aus den Hauptgesamtheiten I. Gattung und die 
aus den Elementaigesamtheiten Skalen, welche zeigen, wie sich das 
Absterben nach den Altem ändert. Bei den Ähsterbeordnungen aus 
den Hauptgesamtheiten II. und HI. Gattung werden Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten gleichzeit^ Lebender und Sterblichkeitskoeffizienten 
verwendet. Die Absterbeordnung ans den Hauptgeeamtbeiten L Gattung 
enthält zerstückte Beobachtungen zweier Kalendeijahre; die Ahsterbe- 
ordnung aus den Elementaigesamtheiten die kompletten Beobach- 
tungen eines Kalenderjahres. 

Unter den bekanntorenÄbsterbeordnungen beruhen auf den Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten : 

1. gUichdMg Lebender: die deutsche Sterblichkeitstafel aus den 
Erfahrui^n der Jahre 1871 — 1881 (veröffentlicht im Novemberhefte 
des Jahrganges 1887 der Monatshefte zur Statistik des deutschen 
Reiches); die sächsische Sterblichkeitstafel aus den Beobachtungen 
des Königreichs Sachsen während der Jahre 1880/81, 1885/86, 1890/91, 
1895/96, 1900/01 (veröffentlicht in der Zeitschrift des kgl. sächs. stat. 
Bureau 1894 und 1903), 

2. glekhz^Ug Lebender: die preußische Absterbeordnung (nach 
Böckh ftlr das Jahr 1865, veröffentlicht im Jahrbuch für National- 
ökonomie Bd. XSV Jahig. 1875), die Ahsterbeordnung für die Nieder- 
lande von van Pesch (veröffentlicht in den Beitr^en zur Statistik der 
Niederlande 1897). 

S. Auf Sterblichkeitskoeffizienten beruhen die Sterblichkeitstafel 
von Farr fllr England (veröffentlicht unter dem Titel English life 
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table etc., London 1864); die Sterblicbkeitetafeln für England and 
Wales (Teröffentlielit in den Supplements to the iÖ"" and 46'*'* annoal 
report of the r^istrar general of birtlis deaths and marriages in Eng- 
land, London 1885); die amtlichen SterbliclikeitBtafeln Ton Italien 
1876—1887 imd Frankreich. Auch die Sterblichkeitatafeln fBr Öster- 
reich von Kitz (aufgestellt auf GFnmd der Volkszählung vom Jahre 
1869 und der Sterberegiater und Geburtslisten der Jahre 1865/75, 
Zeitschrift des kgl. preuß. stat. Bureau, XXI, Berlin 1881) sind mit 
Hilfe des gleichen Maßes berechnet. 

4. Auf Elementanvakrsckeinlichkeiten beruhen die Berlinischen Ab- 
sterbeordnungen (von Böckh veröffentlicht in den Berliner stat. Jahr- 
büchern). 

Zusatz: Die Beobachtungsdaten fdr die SterblichkeitsmesBung 
sind vielfach nicht in einheitUicher Form entwickelt und überdies mit 
systematischen Fehlem behaftet. In allen diesen Fällen leisten die 
Methoden der Auß&Uung (Glätiiing) statistischer Gesamtheiten gute Dienste. 

Ihre Anwendung soll an einzelnen Beispielen erörtert werden. 

Bei der Herstellung der deutschen Sterbetafel vom Jahre 1871/81 
waren die Toten gewisser Gebiete (z. B. Bayerns) nur nach Alters- 
klassen gegeben, während die gleichmäßige Behandlung des Materiales 
auch die Zerlegung nach Geburtsjakren verlangt hätte. Damach war 
erforderlich, die Toten jeder Altersklasse in die beiden möglieben Ge- 
burtsjahre zu teilen. Diese Operation konnte verhältnismäßig nach 
den entsprechenden Gesamtheiten der Geborenen erfolgen. 

Tatsächlich erfolgte sie jedoch nur mit Hilfe einer festen arith- 
metischen Formel. Es wurde nämlich angenommen, daß die nach 
Geburts- und Altersjahren zerlegten Gesamtheiten (die Elementarge- 
samtheiten) eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden, aus 
welcher sodann jeder einzelne Teil gerechnet werden kann. Unter 
solcher Annahme werden nämlich die Elementargesamtheiten zu drei 
auf einander folgenden Totengesamtheiten ti, t^, ^ durch 
«, a + ä, a + 2ä+s, a -|- 3 <J -J- 3 £, a + 46 + 6e, a + bS + lOe 
dargestellt werden können und zur Bestimmung der a, ä, e die drei 
Gleichungen dienen 

t^ = 2u + 6, ^ = 2ß + 5d + 4£, t^ = 2a + 9d + 16s, 
woraus zunächst 

lU,-it, + t, it,-3t,-t, i,-8t.-H(. 

16 ' 8 ' 8 

ond für die beiden Teile des Mittelgliedes 

Blaiahka, rnftthernfttltohe SUtiMik. 7 
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a + 2S + s = ^ + A-=A, a + 3<J + 3« - -1 - Al=^ 

folgt. 

Ähnlich Terfährt man, um die bei Yolkzählimgea sehr oft beob- 
achteten Bäofungen Ton Mengen der Lebenden und Toten in gewiesen 
Altersklassen, den durch 5 oder 10 teilbaren Altem, und ebemolchen 
Oeburtsjahren zu zerlegen. 

Man bann zn diesem Zwecke die beobachteten Lebenden je dreier 
aufeinander folgender Alter snnimieren nnd drei Nachbarresultate in je 
drei Oheder zerlegen, welche untereinander eine arithmetische Reihe 
zweiter Ordnung bilden. Die drei Mittelglieder der zerlegten Reihe 
werden sodann als die durch Häufung nicht mehr irritierten Resultate 
angesehen. 

Sind sohin 

a = 1^ + 1^ + lg, b = l^ + l, + l^, c = lg + 1^ + 1^, 
90 ist o in a, a + S, a -i- 2ä + a, b ia a + SS + 5e, a + iS + 6e, 
a + bä+lOe und c in a + G3 + ibe, a + 7* + 21e, a + 8* + 28e 
zu zerlegen. 

Daraus folgt wieder zuiütchst für 

«» — 186 + 6c . 2c— 76 + 6« e — ät + g 

"" 81 , 0- gj , (_. ^^ , 

für das Mitte^lied 

für das an a grenzende Glied ^^T ~> ößtlüch för das an c 



grenzende Glied 



266 — «a + 6 



Beispielsweise wird über die Yolhszählui^ei^ebniBse des deutschen 
Reiches im Jahre 1880 mitgeteilt, daß aus dem Geburtsjahre 1872 
bis 1867 bezw. 1045623, 852 884, 967 543, 952067, 927 209 Per- 
sonen stammen. 

ffieraus findet man a = 2 866 650; fc - 2 772 494; c - 2 846 819 
und endlich als das fQr l^ eintretende Mittelglied 922092; das fOr ^ 
als 926269; das für l^ als 924132. Die Summe der neu berechneten 
drei Glieder beträgt gleichfalls b. 

Ähnliche Glättungen fanden auch an den beobachteten Toten- 
gesamtheiten statt. 

Das Problem der Aufteilung spielt noch eine wesentliche Rolle 
bei Berücksichtigung der Wanderungen. Die in den Formeln der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten gleichzeitig Lebender nnd der Sterblicb- 
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keitskoeffizientea Torbommenden Lebeaden am Ende des Beobach- 
tni^jabres werden nämlicb aus der VolkazShlang za Beginn des 
Jabres, den Toten und den Wanderungen im Laufe des Jabres be- 
stimmt. Weil aber auch bei genauester EvideDthaltung der letzteren 
Personen abgehen, so werden die aue einer Volkszählung mit Berück- 
sichtigung der Sterbefälle und Wanderungen im ganzen Zeittaume bis 
zur luichsten Volkszählung rechnnngsmäßig bestimmten Lebenden 
mit den tatsächlich Lebenden verglichen nnd der Defekt aufgeteilt. 
Die Aufteilung kann verhältnismäßig nach der Zeit oder auch mit 
Rücksicht auf die Altersbesetzung oder in noch komplizierterer Art 
erfolgen. 

Für die Richtigkeit solcher Methoden ist natürlich die tunlichst 
lüuäge Volkszählung die unum^ngliche Voraosset^nng. 

§ 26. Dl« Abaterbeordnnngen ans d«n JohrcslMrlchten 
der TersiohertmgBgesellBctaitfteiL Über die Erfahrungen der 
YersicherungsgeeellBchaften sind seit jeher periodische, in vielen 
Fällen sogar jährliche Ausweise veröffentlicht worden, aus weldirai 
sich die Zahl der zu Beginn der Periode in gewissen Altersspatien 
vorhandenen Risken und die aus ihnen hervorgehenden Toten ent^ 
nehmen lassen. Diese Nachweise müssen als desto mangelhafter an- 
gesehen werden, je größer die Altersspatien oder die Perioden der 
Ausweisleistung gewählt werden. Wird beispielsweise über fünfjährige 
Altersstrecken jährlich berichtet, dann kann die resultierende Maß- 
zahl je nach der Verteilung der Individuen über die einzelnen Alter 
jedem Alter innerhalb des Spatiums zukommen. In welcher Weise 
jedoch die Altersverteilung im einzelnen ausschlägt, gebt aus der fol- 
genden Analyse hervor. Gehören l^ Personen dem Alter x, ?^^, Per- 
sonen dem Alter a; -|- 1, i^^j Personen dem Alter x + 2 ■ ■ ■ an, und 
sind die zugehörigen Sterbenswahrscheinliehkeiten w^, w^^.!, ^x+s ' ' > 
dann ist der Mittelwert der Onippe 

Wird nun angenommen, daß sich die Sterbenswahrscheinlieh- 
keiten innerhalb des Spatiums näberungsweise durch eine arithme- 
tische Progression ausdrücken, imd setzt man 

**! + ! = **i + a ~ "^J *"« + » ^ ^x-\-i + "j "'s ~ ^x+i ~ 2«, 

so ei^ibt sich 
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"•-»■*' + " -. + ■.,. + '„. + '.„ + '... • 
Das Zusat^lied Terscbwindet für eine aymmetrische Lagerung 
der l^ um l^^.^- Für den Fall, daß die l^ selbst eiae arithmetiBche 
ProgresBion bilden und I^^j = L + id, wird 



fein Wert, welcher unter allen Umetänden zwischen w^^, und w^+a bleibt, 
falls d positiv ist oder zumindest den Wert von -^ nicht überschreitet. 
Man pflegt daher ganz allgemein bei derlei Untersuchungen m mit 
X + 2, sohin mit dem mittleren Älter der Gruppe zu identifizieren. 
Eine nähere Untersuchung zeigt noch, daß — anabhängig von der 
Verteilung der Lebenden über die Gruppe — m nicht 3; + 3 über- 
schreitet, &11b 

und nicht unter x + 1 liegt, falls 

Zu der in Bede stehenden Klasse von Sterbetafeln gehört vor 
allem die von Depariceux. Dieselbe fußt auf dem Material zweier 
französischer Tontinen, welche im Jahre 168!) nnd 1696 unter Be- 
rücksichtigung von 14 Altersklassen mit je 5 Jahren*) gegründet 
wurden. Die für die Ableitung der Tafel erforderlichen Angaben sind 
den jährlichen, die Zahl der noch lebenden Teilnehmer enthaltenden Be- 
richten, welche die Tontinenverwaltnng zur Kontrolle ihrer Geschäfts- 
führung unter die Interessenten verteilte, entnommen; dieselben ent- 
hielten auch die Zahl der in jede Klasse eingetretenen und die Zahl 
der in ihr jährlich verstorbenen Personen. Depariceux schrieb die Zahl 
der Lebenden der Altersklasse « dem Alter 5k — 3 zu; sodann lieferte 
jede beliebige Altersklasse zu jedem Beobachtungsalter eine bestimmte 
Anzahl von Lebenden. Die Lebenden des Alters ö» — 3 waren z.B. 

0.+ CJ_s+ «•_„+■■■, 
wobei C^-it die Anzahl der im Alter n — k eii^etretenen , nach 
k Jahren vorhandenen Individuen bedeutet. Wenn nun ans den Jahres- 
berichten registriert wurde, wie viele Personen jeder Altersklasse in je 
5 Jahren starben, und diese Zahlen mit M„, Ml-^ ■ ■ ■ bezeichnet 

') und zwar bildete die erste Elaase C, die — 5-jährig, die zweite Elaase 
(7, die 6 — 10-jährig, die dritte KUsse C, die 10 — 16-jährig nav. . . ., die vier- 
zehnte ElaBse C^t die 66 — 70-jährig EiDgetretenen. 



„Google 



% S6. Die Äbateibeoidn. aus d. JaiueBberichten d. VeraioherungsgesellscIiafteD. 101 

werden, dann läßt sich die Wahracheinlichkeit eines 5m — 3 jährigen 
IndiTiduTiins, binnen 5 Jahren zu sterben, mit 

^jjj jtf__ + üf s _ 5 + Ml", jo + ■ ■ ■ 

berechnen. Die Komplemente dieser Zahlen bilden die Lebenswahr- 
BcheiuHchkeiten für fOnQährige Beobachtungsperioden und die Pro- 
dukte dieser Komplemente von der niedrigsten Altersklasse aufwärts: 

(1 - <>} (1 - W<«) (1 - M)l») ■■■(!- w%_^) 
die Zahl der Ton einer Einheit zweijähriger, das Alter von 
5w + 2 Jahren erreichenden Personen. Die in Intervallen von 5 zu 
5 Jahren beobachteten Lebenden wurden sodann durch lineare Inter- 
polation ausgeglichen. 

Die Tontiniten waren fast sämtlich Pariser: die Zahl der in 
die Beobachtung Eingetretenen betrug 9260, die Zahl der beobachteten 
Toten 7933. 

Es ist beachtenswert, daß in dieser Tafel zur Beobachtimg der 
Sterbens wahwcheinKchkeit Mjfn-a Gesamtheiten verwendet werden, 
welche zwischen den Altem 5w — 5 bis Öm -(- 5 sterben, daß aber die 
Mehrzahl der Todesfälle allerdings in die dem hypothetischen Änfangs- 
alter 5w — 3 folgende fönflährige Altersstrecke 5» — 2 bis 5n + 2 
fallen muß. Nennt man allgemein die aus einer Gruppe im Alter x 
nnd'dem Beobachtungsjahr i Sterbenden m'^ dann sterben im 
Beobachtungs- '» '*™ Altem 



jähre 
1 






5n-|-l,5n-|-2, 5it-|-8,6«-|-4 






Von den beiden ältesten Privatversicherungsgesellschaften der 
Amicable und der Equitable wurden GescMftaberichte aUjährlicb 
veröffentlicht, in welchen nach Altersklassen von je 10 Jahren (10 — 20, 
20 — 30, . . .) &o vorhandenen Mitglieder und die alljährlich Verstorbenen 
enthalten waren. Auf Grund dieser Mitteilungen wurden die Sterbe- 
tafeln von Griffith Davies (1825), Gompertz (1825), Babbt^e (1826), 
Morgan (1828) berechnet. 

Aus ähnliehen Angaben Sterbetafeln zu konstruieren, wäre der- 
malen ein Leichtes, weil fast sämtliche Versicherungsanstalten der- 
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artige Sterblichkeitsnachweisungea alljährlich veröffentlichen. Zu einer 
aoa solchen Nachweisen herstellbaren österreichischen Tafel könnten 
die entsprechenden Nachweiaungen der amtlichen Statistik der privaten 
Versicherungsunternehinungen in den im Reichsrate vertretenen König- 
reichen und Ländern während der Jahre 1898—1902 benätzt werden. In 
der Publikation filr daa Jahr 1902 ist (auf pag. 70) angegeben, wie 
viele Personen während des erwähnten 5jährigen Zeitraames in jedem 
Älter tinter Eisiko standen und wie viele Personen daraus starben. 
Man entnimmt ebendaselbst als lOOOfaches w für das Alter 
26 — 30, 31 — 36, 38-40, 41—45, 46 — 60, 61 — 65, 56-60, 61 — 66. 
4,29 4,96 6,71, 9,91, 13,81, 19,95, 27,84, 40,55. 

«6—70, 71-76, 76 — 80, 81 — 85, 86—90. 

67,61, 83,61, 119,75, 173,08, 212,36. 

§ 26. Die Abaterbeordunugfeii ans dem Urmaterlale 
gesohlOBaener Oeeellschafteii. Das Verfahren bei Konstraktion 

der Sterbetafeln, sowie die Resultate derselben hängen ab: 1. von der 
Maßeinheit, 2. von der Zähleinheit, 3. von dem manipulativen Verfahren. 
Über die Maßeinheit wurde bereits im ersten Abschnitte ausgeführt, 
daß zur Sterblichkeitsmessung Versicherter dreierlei Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten: die deutsche, Gothaer und die englische heran- 
gezogen werden können. 

Als Zähleinheiten werden bei Sterblichkeitsmessungen vonVersiche- 
rangsgeseUschE^ten entweder der Versicherungsvertrag oder die ver- 
sicherte Summe oder diePerson oder endlich die Selektion zugrunde gelegt. 

Der VersieherungSTertrag wurde ein einziges Mal (bei Konstruk- 
tion der Sterbetafel der 17 englischen Gesellschaften) verwendet. 

Zwischen ihm und der Aufgabe der Sterblicbkeitsmeseung besteht 
a priori kein unmittelbarer Zusammenhang, weil bei der letzteren 
nicht die Veränderung an der Zahl der Vertr^e, sondern eine solche 
an den Versicherten selbst in Frage steht, femer die Sterblichkeit 
eine von der Willkür freie Zahl bedeutet, während die Zahl der auf 
einen Kopf entfallenden Vertrage im Belieben jedes Versicherten liegt. 
Trotzdem erweisen sich die auf dieser Grundlage durchgeführten 
SterblichkeitsmesBungen nicht als unzutreffend. Zur Erläuterung dieser 
letzteren Tatsache kann man die Voi^änge in dem nach Policen ge- 
zählten Versichenmgsstock mit denen eines Umenspiels vergleichen, 
in welchem die Kugeln für das gleiche Ergebnis nicht unabhängig 
sind. Die verbundenen Kugeln entsprechen den auf eine Person ent- 
fdlenden Verträgen. In einem solchen Spiele ist die Fehlergröße 
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allerdingB von der eines Umenspiela mit unTerbandenea Kugeln ver- 
scMeden, das schließiche Verhältnis bei wacbsender Verancbszohl 
jedoch von der Tatsache der Abhängigkeit nicht bedingt. 

Auf ganz analoger theoretischer Ctrundl^e roht die zweite Zähl- 
einheit, die versicherte Somme. Die Willkärlichlieit der Wahl der 
Tersichemngasiunme wird zunächst nur die Fehlergröße, nicht aber 
das schließliche Ergebnis beeinflußen. 

Die große Mehrzahl der SterblicKkeifcsmessmigen erfolgte daher 
bis in die neueste Zeit nach Personen, weil die Sterbetafel angeben 
soll, wieviele von einer Einheit von Personen jedes Jahres innerhalb 
eines Alters sterben bezw. am Ende des Jahres noch vorhanden sind. 
Aber auch diese Zähleinheit ist nicht widerspruchsfrei, wenn der Em- 
ßiß der Beobachiut^dcwer anf die Sterblichkeit mit konstatiert wer- 
den soll. 

Es kommt nämlich hänäg vor, daß eine schon einmal versicherte 
Person ihr Vertragsverhältnis löst und nach einiger Zeit einen neuen 
Yertr^ eingeht, hi solchem Falle läßt sich die Fra^ nicht ohne 
Willkür beantworten, ob die nene Beobachtungsdauer ganz unabhängig 
von der alten in Bechnong gezogen werden soll, ob die zwischen 
beiden Beobachtungsdanem liegende, nicht beobachtete Zeitstrecke als 
nachträglich verifiziert in die Beobachtung einzaacbKeßen ist, oder ob 
nicht endlich die Zahl der Beobachtungsjahre zwar mit Blicksicht 
auf das erste Vertragsverhältnis und die inzwischen vollendeten Alters- 
jahre zu bestimmen, aber die nicht beobachtete Zeit gänzlich außer 
Rechnung zu stellen ist. Tatsächlich ist nämlich der erste Ifodas 
nächstliegend, der zweite Modus für die Behandlung der mehrfach 
Versicherten bei der deutschen Tafel, der dritte Modus bei der Tafel 
der 20 englisöhen Gesellschaften gewählt worden. 

überdies erscheint die erwähnte ^hleinheit auch darin mangelhaft, 
daß die Erhebungen in Räcksicht der Konstatierung jenes Momentes, 
welches ersichtlich die Beeinfiussnng der Wahrscheinlichkeit bei den 
Erhebungen nach der Beobachtm^sdaner bewirkt, nämlich der Zeit 
der Vertn^sdauer, nnzolänglich sind. Die in zweiter Versicherung 
mit neoerlicber ärztlicher Untersnchung fortgesetzte Beobachtnngs- 
daner kann nicht (bei richtiger Bemessung des Einflusses der Ver- 
tragsdauer) mit den höheren Vertragsdaaem der ersten Versicherung 
identifiziert werden. Solches geschieht aber durch die Elimination 
der mehr&chen Versicherongen, femer bei Berficksicht^ng der Unter- 
brechungen nach deutschem oder englischem Modus und zwar in diesem 
Falle insbesondere dann, wenn — um den Einfluß der Selektion aus einer 
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Sterbetafel mit der Person als Zählemheit zu eliminieren — die Be- 
obaclitungen einer bestimmten, drei-, fünf- oder achl^ährigen Vertr^s- 
daner auegelasaen werden. 

Es werden demnach in der neuesten Zeit als Zähleinheiten die 
Zahlen der SdeMonen eingeführt. Jede Person ist nach dieser Messungsr 
grundlage so oft in Betracht zu ziehen, als sie zu Terschiedenen 
Zeiten in die geschlossene Gesellschaft aufgenommen wnrde. Finden 
sich bei der Zählung Unterbrechungen in der Versicherung, dann 
entfällt die Zeit der Unterbrechung gänzlich. 

Die Zähleinheit beeinflußt die Zählarbeiten in erheblichem Mäße. 
Bei dem Vertrage als ZaHlemheit kann in das manipulatiTe Ver&hren 
der Zählung unmittelbar eingetreten werden. Bei der tersicÄertew 
Summe wird sich die Anlage verschiedener Zählkarten beim Wechsel 
in der versicherten Summe als empfehlenswert erweisen (vei^leiche 
die Erörterung zur amerikanischen Sterbetafel auf p. 110). Bei der 
Person als Zähleiuheit inuß vorerst die Ausscheidung aller mehrfachen 
Versieherungen desselben Lebens durch den außerordentlich zeitrauhen- 
den Prozeß der Legung der Zählkarten in alphabetischer Ordnung 
erfolgen. Bei der SeUkHon ist nur die Elidierung der uneigentlichen 
Mehrv er Sicherungen aus dem Gesamtstocke durchzuführen, was bei einem 
ordnungsmäßig geführten Register der Versicherungen mühelos gelingt. 

In Rücksicht des manipulativ&i Verfahrens werden die folgenden 
W^e unterschieden. 

^ach dem durch die alten englischen Sterblicbkeitsmessungen 
eingeführten, dem englischen Manipulationsverfahren, werden alle 
Versicherten auf Zählkarten mit dem Geburtsdatum, Eintritts- und 
Austrittsdatum aufgetragen und hieraus für jeden Versicherten Ein- 
trittsalter, Anstrittsalter und Versicherungsdauer berechnet. Die 
Karten werden sodann in drei Hauptpäcke je nach der Art des Aus- 
trittes aus der Beobachtung (Austritt durch Tod, Austritt wegen Voll- 
endung des Zähltermines und Austritt aus sonstigen Ursachen) 
und innerhalb jedes dieser Hauptpäcke wieder nach gleichem Ein- 
trittsalter zerlegt; in diesem letzteren aber wird die Anordnung der 
Karten in Unterpäcke gleicher Versicherungsdauer bezw. gleichen Aus- 
trittsalters getroffen. Die Zahl der Karten jedes Unterpackes wird 
sodann in ein dem Formular I des Abschnittes II entsprechendes 
Formular eingetragen. 

Daa Verfahren weist gewisse Unterschiede auf, je nachdem die 
Gesamtheiten der Lebenden und Toten nach der deutschen, Gothaer 
oder englischen Methode ermittelt werden sollen. 
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Bei der deatBcHen Methode werden alle Altereangabeii nach 
Jahren, Monaten and Tagen genau, bei der Gotha- und eugliechen 
Methode Eintrittsalter and Vertr^i^dauer nur nach ganzen Jahren 
berechnet. Bei der deatschen Methode werden als gleiche Eintritts- 
alter alle Altersstufen bis zu einer bestimmten Grenze (also als Bei- 
trjttsalter ,/i" die Altersstufen zwischen a — 1 bis «), bei der Gotha- 
Methode als gleiche Eiatrittsalter alle Altersstufen, welche sich um 
ein mittleres Alter gleichmäßig verteilen (also als Beitrittsalter a die 
Altersstufen zwischen ft — -ä ^i^ ^ -I--5-)) angesehen und bei der ei^- 
lischen Methode die Altersstufen mit lUlcksicht auf den dem Eintrittstage 
folgenden 31. Dezember bestimmt. Bei der deutschen Methode werden 
die Austritte nach gleichen Austrittsaltem, bei der Gotha-Methode 
nach gleichen Versicherungsdauem, bei der englischen Methode nach 
dem wiederholten Vorhandensein am 31. Dezember zerl^^. 

Nach dem französischen Manipulattonsoerfahren werden die Ver- 
sicherten in derselben Art auf Karten mit dem Geburtsdatum, Ein- 
trittsdatum und Austrittedatnm eingetragen und die Karten ohne Be- 
rechnung der resultierenden Älter nach gleichen Geburtsdaten zer- 
legt. Sodann erfahren die Karten gleicher Geburtsdaten einerseits 
die Anordnung nach gleichem Eintrittsdatnm, andererseits (durch 
vollständige Umordnnng) nach gleicher Austrittsursache und gleichem 
Austrittsdatum. Die Übertragung der resultierenden Gesamtheiten er- 
folgt dann unmittelbar in die Spalten 1 und 2 bezw. in die Spalten 
der Fußnote eines Formulars von entsprechendem Beobachtni^sjahr 
und Geburtsdatum. Das erwähnte Formular hat die folgende Gestalt: 

Formular III. 



GeburtBdatnm vom .,,„ 
i. JnH »—1 bie 30. Juni n ^"^^ "~" 




1 


Eingetreten 


Eintritte | AoMiitte | TodutUle 


1 


Yom 1. Juli bis 81. Dezember des Jahres a 




2 


Tom 1. Juli des Jahres 0— 1 bis 30. Jnni 


i 












i 


5 


Terblieben am 31. Dezember des Jahres a—i. 


1 1 




... !g 6-3^ 1 


7 
8 


Ab die Hälfte der Austritte 

Zahl der Bisken (6 und 7) 


^_- ■ • ■ ■ ,nnd TodMf,! . . . ^j__. 
!"iSl.Be..=; 
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Nach Vollendung der Eiatragungen in die Rabtiken 1 und 2 
bezw. ancb die Fußnote werden alle Formularien, welche zum selben 
Oeburtojahr gehören, Tereinigt und nach Beobachtungejahren geordnet. 
Nachdem sodann das Formular des ältesten Beobachtungsjahres, welches 
keine Eintn^ping in der Zeile 5 besitzt, in allen Spalten berechnet und 
ausgeixt ist, wird die letzte Zeile der letzten Kolonne in die 5. Zeile 
des Formulars des nächsten Beobachtungsjahres eingetragen und wieder 
die Berechnung aller Spalten Toi^nommen. Von diesem Formtilar 
geht man sodann in das Formular mit dem drittältesteo Beobachtuuga- 
jahr usf. 

Das Manipulationsver&hren rilhrt von EartangyL Es verzichtet 
auf die Konstatierung der Sterblichkeit nach der Yertri^sdauer. 

Im nachfolgenden sollen nun die wichtigsten Absterbeordnungen, 
welche nach den obenerwähnten Methoden konstruiert wurden, auf- 
gezählt werden- 

Die Finlaisonschen Tafeln betreff'end die englischen Staatsrentner, 
Als Beitrittsalter wird ein mittleres Alter angenommen und für dieses 
die Sterblichkeit bestimmt, Die von Pinlaison verwendete Gleichung 
zur Berechnung der ein bestimmtes Altersjahr Erlebenden 

vi"-- vi,.„ + E'il.\,-Uili+Mili+ ri,.] 

(siehe die Gleichui^ UI des Abschnittes I) lieferte eine zu groBe An- 
zahl Beobachtungsjahre, weil diejenigen Personen, welche zwischen 
den Altem x und x+1 eingetreten waren, als ein ganzes Jahr unter 
Beobachtung stehend betrachtet wurden. Er zog deshalb die Be- 
obachtungszeit vom selben Norm&ltage, dem 1. April des Jahres, in 
welchem sich der Eintritt vollzog, bis zum Tage des faktischen Ein- 
trittes ab. John Finlaison hat sechs verschiedene Tafeln aus Beob- 
achtungen über 9347 Männer und 13005 Frauen konstruiert Sein 
Nachfolger A. G. Finlaison hat die Beobachtungen fortgesetzt und 
auf 11154 Männer mit 8083 Todesfällen sowie 16538 Frauen mit 
10982 Todesfällen erstreckt Die Personen gehörten zumeist der 
zweiten Hälfte des 18. Jahrhunderts an. Den Schluß der Beob- 
achtung bildete allseits das Jahr 1825. 

Brunes Sterhdafel. Als Tafelalter wurde das dem wahren Alter 
nächstliegende ganze Alter angesehen. Die Eintritte in die Beob- 
achtung erfolgten am 1. April und 1. Oktober. Die Lebenden jedes 
Alters wurden gesondert för die am 1. April und 1. Oktober Ein- 
getretenen und zwar in der Art zu Gesamtheiten vereinigt, daß aus 
den nach Altersklassen getrennten Lebenden zu Beginn aller Beob- 
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achtungen (des EalenderjaÜres 1776) durch Berückaichtigung von Zu- 
und Abgang oder Tod im selben Kalendetjalir die Ges&mt}ieiteii gleichen 
Alters des nächsten Ealeoderjahres (1777) und in gleicher Weise des 
folgenden Ealenderjahres (1778) us£ bestimmt und schließlich die 
sämtlichen Lebendeogesamtheiten gleichen Alters aus allen derart ge- 
wonnenen Beobachtungereihen vereinigt wurden. Es ist ohne weiteres 
ersichtlich, wie bei solchem Verfahren die Totengesamtheiten sich ent- 
wickelten. Als SterbenBwahrscheinlichkeit galt: T» : Pi — ^.') Beob- 
achtet wurden die Angehörigen der preußischen Witweuverpflegungs- 
anstalt zu Berlin zwischen den Jahren 1776 — 1834 (ältere Brunesche 
Tafel) und später die zwischen 1776 — 1845 (Brune-Fischersche Tafel). 
Es wurden beobachtet bei den Männern 577776 Terlebte Jahre mit 
11501 Todesfällen, bei den Praoen 717163,5 verlebte Jahre mit 12788 
Todesfällen (Heyms bezfigl. spätere Beobachtungen desselben Mate- 
riales erstreckten sich sogar bis zum Jahre 1852). 

Die Tafel der 17 englischen Gesellschaften. Die Zähleinheit war 
die Police, das Sterblichkeitsmaß das englische. Das Material wurde 
in zwei Gruppen behandelt und zwar: In einer wurden die Ge- 
schlechter getrennt und 36414 Verträge für tTänner und 4202 Ver- 
träge für Frauen, in der zweiten Gruppe 43289 Verträge ohne 
Trennung nach dem Geschlechte gezählt. In der ersten Gruppe fand 
die Verteilung der Verträge, außer nach dem Geschlechte, nach dem 
Wohnort (Stadt, Land, Irland), sodann nach der Austrittsursache, 
nach gleichem Eintrittsalter und endlich nach dem Kalenderjahr des 
Austrittes statt. Das £intrittaalter ward derart bestimmt, daß den 
zwischen den Altem x und x -\- \ Eingetretenen am 1. Juli des Bei- 
trittsjahres das Beitrittsalter ^ + -ä~ beigemessen wurde; als Versiche- 
mngsdauer zählte die Angab T der erlebten 31. Dezember. Mit den auf 
diese Weise gewonnenen Endzahlen wurde die folgende Tabelle aua- 
gefSUt 

Formular IV. 




') worin die T^, V^ und A^ TodeBfillle, Eintritte und Auetritt« aller Alters- 
klassen bedeuten. 
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Hierin bedeutet: e die Zahl der bei Lebzeiten Aasgetretenea ; 
t die Zahl der in der Beobachtungszeit Verstorbenen; v die Zahl der 
den Zähltermin Erfülleriden. Die Angaben dieses Formulars wurden 
in ein weiteres Formular fil>ertragen, das in der 1. Kol. ,^terBJahre'', 
in der 3. Kol. „Eingetretene" als Summe der Ziffern der Horizontal- 
Zeilen des Schema lY, in der 3., 4. und 5. Eol. die ^ausgetretenen 
durch Tod, bei Lebzeiten und durch ErßÜlung des Zähltenuines" als 
Summe der Ziffern der Diagonalzeilen des Sdiemas IV (vom Eintritts- 
alter a + n — lc und der Yersicherui^sdauer k) enthielt. Die Gesamt- 
heiten der Lebenden wurden hieraus in Analogie des Schema I im 
Abschnitte I, also nach dem Satze gewonnen, daß die Gesamtheiten 
der Lebenden irgend eines Alters der Summe aller Differenzen von 
Eintritt und Austritt in den vorausgehenden Altem gleichkommen. Von 
der zweiten Gruppe wurde aus dem Materiale jeder Gesellschaft nach 
einer dem jeweiligen Bedürfnisse angepaßten Methode die Zahl der 
in jedem Alter dem Risiko ausgesetzten und der davon binnen einem 
Jahre Verstorbenen ermittelt. Die Erfahrungen beider Gruppen wurden 
zu einer einzigen Tafel vereinigt. An der Sterblichkeitsmessung be- 
teiligten sich 17 englische Gesellschaften. Die Beobachtungen wurden 
mit 31. Dezember 1837 geschlossen und im Jahre 1843 veröffentlicht. 

Die Tafd der 20 englischen Gesellschaften. Die Zähleinheit war 
die versicherte Person; das Sterbhchkeitsmaß das englische. Es 
wurden 160426 Personen gezählt, von welchen 26721 Personen ge- 
storben waren. Man teilte das Material in gesunde Männer, gesunde 
Frauen, krankliehe Personen beider Geschlechter, Versicherte höherer 
Gefahr beider Geschlechter. Als Eintrittsalter galt das dem Alter 
am 31. Dezember des Eintrittsjahres folgende Alter. Das Material 
wurde auf Karten fttr jeden Vereicherungsfall übertragen und di^ 
wieder nach gleichen Eintrittsalteru und sodann nach Kalenderjahren 
des Austrittes zerlegt. Die Endresultate wurden in ein Zählformular 
eingetragen, welches in den Grundzügen dem Schema I des Abschnittes II 
entspricht. Unabhängig von diesen Tafeln beantwortete man durch 
eine zweite Zählung, wie viele Versicherte ohne Rücksicht auf das 
EintrittsaJter in jedem Beobachtungsalter ein- und ansgetreten waren. 

An der Konstruktion beteiligten sich 10 englische und 10 schot- 
tische Gesellschaften. Die Beobachtung wurde am 31. Dezember 1862 
geschlossen und im Jahre 1869 veröffentlicht. 

Konstruiert wurde die Tafel H" für Männer über alle Ver- 
sicherungsdauern; die Tafeln S^ und H"''^ von der gleichen Art 
für Frauen und für beide Geschlechter; sodann die Tafeln H"', fl'V 
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und H"-^' nach ÄasBchluß der Beobaclitaiigen der ersten fünf Ver- 
sicherungsjahre; endlich die Tafel für ungesunde Leben. Auch wurden 
genaue Beobachtungen über die Abhängigkeit der Sterblichkeit von 
der Versicherungsdauer angestellt. 

Die Tafeln der mglisclien Gesellschaften 1863—1893. Die Zähl- 
einheit war die Person, das Sterblichkeitsmaß das von Gotha, die Mani- 
pulation dieselbe, wie bei der Tafel der 20 englischen Gesellschaften. 
Das Material wurde nach Alter, Geschlecht, Teraicherungekombination 
(mit den unterschieden mit Anteil und ohne Anteil am Gewinne), nach 
alten (vor dem Jahre 1863 abgeechlossenen) und neuen (nach dem 
Jahre 1863 abgeschlosBeneD) Versicherungen untersucht. In den wich- 
tigsten Kombinationen dieser Einteilungsgründe war an Beobachtungs- 
material vorhanden: 
Todesf.-Vera. Männer, alt, mit Ant. am Gew., Jahteebeob. 2,7 Mül., Todeaf. 86982 



" .1 .. n Oi™» " .1 .1 




0,2 ., 


9786 


neu mit „ „ 


„ 


4.4 ,. 


63907 


<, » ,. ., obne „ „ „ 


„ 


0,i „ 


„ 6661 


„ Frauen, alt mit „ 


„ 


0,2 „ 


9320 


neu mit „ „ „ 


„ 


0,3 „ 


4883 




— 


0,07 „ 


875 


.. neu — — — 


— 


0,8 ., 


4854 


Renten-Vera. „ »It — — - 


_ 


O.Ol „ 


1336 


neu - — — 


— 


0,05 „ 


3093 


„ „ Franen, alt — — — 


_ 


0,05 „ 


„ 3950 


„ neu — — — 


— 


0,16 „ 


„ 7152 



Die „alten" Policen wurden übrigens nur rücksichtlich jenes Be- 
obachtnngstermines berücksichtigt, welcher nach dem Tageadatum 
fiel, der in das Jahr 1863 gehörte. Die Austritte wurden, je nach- 
dem sie dem einen oder andern Datiuu näher lagen, so verzeichnet, 
als ob sie am Anfang oder Ende des Versicherungsjahres statt- 
gefunden hätten, in welchem sie erfolgten. Als solche, die am 
Schlüsse der Beobachtungspetiode verblieben waren, wurden diejenigen 
ermittelt, die am T^esdatum der Police im Jahre 1893 vorhanden 
waren. An der Konstruktion der Tafel haben sich 60 Gesellschaften 
beteiligt. 

Die nach Altem und Vertragsdauem abgestuften Tafeln wurden 
in der Art konstruiert, daß die Ergebnisse für die ersten 10 Vertrags- 
jahre (Selektionstafeln), femer A^regattafeln ohne Unterschied der 
Vertragadauer, sowie nach Elidierung der ersten 5 und 10 Vertrags- 
jahre beigestellt , wurden. 

Die Tafeln der 30 anierikcmischen Gesellschaften. Die Zähleinheit 
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war die Anzeihl der Beträge ä 1000 $, auf welche die Yersicheniiigs- 
summe einer Person lautete^), das SterblichkeitBmaB das englisclie. 
Als Eintrittsalter wnrde das dem Alter am 31. Dezember des Ein- 
trittsjabres nächstli^ende ganzzahlige Alter gewählt Die Beobacb- 
tnngsdaien wurden dnrch die Methode der final series er^nzt, in- 
dem die Anzahl der am Zählt^e (dem 31. Dezember 1874) Yorhan- 
denen nach den Beobachtungen am ttbrigen Beobachtnngsmaterial 
rechnungsmäßig verfolgt nnd die auf solche Weise gewonnenen Re- 
sultate dem übrigen Beobachtungsmateriale zugezählt wurden. Im 
ganzen waren 1027529 Zählkarten vorhanden, wovon 46543 den Tod 
der Personen, auf die sie lauteten, meldeten. 

AoBer dieser allgemeinen Sterblichkeitstafel wurden noch von 
einzelnen amerikanischen GFesellschaften Sterblichkeitsmessungen und 
zwar Tiel&ch auf Grundl^e der Yersicherungseumme als Zähleinheit 
angestellt. Unter ihnen hat die der „New-York" im Jahre 1858 auf 
örund der Beobachtungen von 68000 Leben abgeleitete American exp. 
table eine gewisse allgemeinere Bedeutung erlangt. 

Die Sterblichk^tstafeln der Gothaer Ldiensversidiertmgsba/nk. Die 
Zähleioheit -wsr die versicherte Person, das Sterblichkeitsmaß das 
Gothaer. Jede Zähleinheit erhielt eine besondere Zählkarte. Die 
Gruppenteilung folgte, wie bei der Tafel der 20 englischen Ge^ 
Seilschaften. Bisher wurden an drei verschiedenen Terminen Beob- 
achtungen augestellt. Hopf beobachtete 27210 Eingetretene und 
4519 Todesfälle. Der Zähltermin war der 31. Dezember 1853. Karup 
beobachtete 76986 Männer mit 19999 Todesfällen, 9391 Aasgetre- 
tenen und 47596 am Zahltemiui Yorbandenen; femer 4759 Frauen 
mit 1539 Verstorbenen, 900 Ausgetretenen und 2320 am Zähltemiin 
Yorhandenen. Der Zähltermin war der 31. Dezember 1878. Unter- 
sucht ward die Sterblichkeit nach Alter und Geschlecht. Bestimmt 
wnrde der Einfluß der Selektion und der Yersicherungssumme, endlich 
die relative Häufigkeit der einzelnen Todesursachen. Er^nzt wurden 



1) Betreffend die Munipulation wird kurz erwähnt, daß für solche Policen nur 
eine Earte ausgefertigt wurde, 'welche auf eine einzige Snmme von Anfang hie 
Ende versichert blieben; trat jedoch eine Abändernng der YeraichenmgBBtunme 
ein, dann mußten BD visle Zählkarten ausgestellt werden, als Ändenmgen statt 
hatten. Beispielsweise wurden von einer Person, welche vom Jahre 1860—1866 
anf 8000 j, vom Jahre 1666—1868 aof 2&00 ; nnd von da ab auf 800 j bis 
inm JahiB 1878 versichert war, drei Karten, alle beginnend vom Jahre 1860 
und zwar: 800 $ endigend mit dem Jahre 1873, 2600 $ endigend mit dem Jahre 
1868 nnd 3000 j endigend mit dem Jahre 1866 ausgestellt. 
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die Beobachtungen noch durch drei sehr wertrolle Monographien 
(t. Eiixup und Gollmer) betreffend die Mortalitätsrerl^tnisse des ärzt- 
lichen and geistlichen Standes und der Lehrer. Die neueste, gleich- 
falls Ton Earap dnrchgefOhrte Beobachtung erstreckte eich auf alle 
Er&hrungen der VersicherungsgeBellschaft Gotha, welche mit dem 
Prömientermin 1896 endigten und nmlaßt 150594 Eingetretene mit 
46480 Sterbefällen. Die Meesangsmethoden sowie die Behandlang der 
Storni sind identisch mit der hei der Sterblichkeitsmessong nach den 
englischen Gesellschaften 1863—1893. Es wurde die Sterblichkeit 
beobachtet: 1. nach Personen, 2. nach Smnmen, 3. nach Zngai^^ und 
Geschä^perioden Ton je 15 Jahren, 4. in verschiedenen Versiche- 
rungskombinationen (in den Todeafall und den gemischten Eapital- 
Tersicberongen). BUcksichtlicfa der Sterblichkeit ^ abgekürzte Ver- 
sicherungen wurde insbesondere die Sterblichkeit für freiwillige und 
gezwungene Abkürzung besonders behandelt. 

Die Tafeln der 33 deutsehen Gesellschaften. Die Zähleinheit ist 
die Pereon, das Sterblichkeitemaß das deutsche, die Manipulation die 
englische. Hei^estellt wurden 12 Sterbetafeln: 

Die Tafel f^ QnteiBnchte Mäimer MI mit 220S266 Jahreabeob, ond 36944 Toten 



, „ „ „ FianenWI 


, 678 65Ö 


„ „minderwertigeMäiinerMII 


, 404212 


„ „ „ Frauen W II 


130717 


„ „nnniiteisuchteHäiuierMIII 


, 630886 


„ „ „ PnraenWm 


, 910462 


, „ „ Kniben M IV 


136662 


, „ „ Mädchen W IV 


226010 



ferner i Tafeln MWI, MWn, MWni,MWIV ohne Unterscheidung der Geschlechter. 

Als Endtermin galt der 31. Dezember 1870; die Veröffentlichung 
erfolgte im Jahre 1883. 

Die Tafdn der 4 französischen Geseüsckaften. Zur Konstruktion der 
Tafel vereinigten sich die 4 Gesellschaften GÄnerale, Union, Nationale 
nnd PhAiix. Es wurde eine Tafel für ÄblebensverBicheningen AF (für 
Mäuner, Frauen und beide Geschlechter) und eine Tafel fQr Benten- 
versicherungen RF (für Mämier, Frauen und beide Geschlechter) kon- 
struiert. Das Material zur AF Tafel wurde mit 31. Dezember 1887, 
das der Tafel HF mit 31. Dezember 1889 geschlossen. Das Mani- 
pulationsTerfahren war das französische. Zur Tafel EF trugen 
121715 Karten über 

244292 BeobachtnngBJfthre an Mänuem mit 16410 TodesfUllen, 
891617 „ „ Fmuen „ 20606 
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zur Tafel AF 284775 Karten Über 

liOSSeS Beobachhmgsjahie an Uännem mit 18986 Todesfällen 
382268 „ „ Franen „ 8691 

bei. 

Die Sterbetafel der öskrreUMsch-unga/rischen Versicherungsgesdl- 
Schäften. Dermalen ist die KoDBtruktioD einer solchen Sterbetafel im 
Zuge. Dieselbe verdankt ihre Entstellung einer am 2. Dezember 1899 
im Verein öeterreichiach-ungariseher Versicberungsteclmiker gegebenen 
Anr^ung. An ibr nehmen die sämÜicben in Oaterreich-Üngam tätigen 
Gesellschaften mit ihren österreichisch' ungarischen Versicherten teil. 
Es wird einerseits nach Selektionen, andererseits nach Personen gezählt 
und die Sterblichkeit auf Grundlage des Öothaer Sterblichkeitsmaßes 
nach Alter, Geschlecht, Versichemngskombination und Versicherunga- 
daner nicht nur in jeder einzelnen Versicherimgagesellschaffc, sondern 
in der Gesamtheit derselben untersucht. Das Material der Selektions- 
zählung stützt sich auf 493741 Männer uiid 88213 Karten für Frauen. 
Bei der Personenzähluug der Männer gelangten 410167 Karten zur 
Verarbeitung. Die Arbeiten dürften bereits im Jahre 1906 beendigt 
werden. Originär ist darin die Herstellung von dreimächtigen 
(Gothaer) Lebenden- und Totengesamtheiten, um den Einfluß der 
Gebwtsseit auf die Sterblichkeit systematisch feststellen zu können. 
Als Vorläufer solcher Messung sind die Anlage der englischen Sterb- 
lichkeitstafeln in Terminen von je 30 Jahren nnd die Untex^cheidung 
des Materiales der letzten englischen Tafeln in alten und neuen Be- 
stand, sowie die jüngste Gotbaer Untersuchung über die Sterblichkeit 
nach Gesclükftsperioden anzusehen. 

§ 27. Die Rentnertafeln. Außer den bereits oben erwähnten 
Rentnertafeln nach Finlaison, aus dem Materiale der vier französischen 
und sechzig englischen Gesellschaften wurde noch eine Beihe von 
anderweitigen, derartigen Tafeln konstruiert und zwar: 

a) Die Sterblichkeitstafel der preußischem BeatenverstcherungsanstaU 
in Berlin. Die betreffende Anstalt betreibt Rententontinen (die Zinsen 
von durch Personengruppen gleicher Altersklassen und gleicher Bei- 
tritt ejahre angelegten Kapitalien werden unter die Überlebenden 
derselben Gruppe verteilt und gehen beim Aussterben einer Personen- 
gruppe nach einem bestimmten Schlüssel auf die aberlebenden Peraonen- 
gruppen über). Die Beobachtungen wurden den Jahrem 1870 — 1874 
entnommen und erstreckten sich auf die Mehrzahl der Einigen der 
zuerst, d. h. in den Jahren 1839 — 1848 gebildeten Jahresgesellscbaften. 
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Alis dem Beobacbtimgsmaterial gehörten der 
I. Klaeae m.d. BeitrittBalter 0—11 q. d. JahreageseUschaften 1839/48 8T76 Einlagen 

n. „ „ „ „ 12—28 „ „ „ 1889/48 3766 

IJL „ „ „ ,. 24—34 „ „ „ 1889/40 6884 

IV. „ „ „ „ 36—44 „ „ „ 18B9/48 9795 

V. „ « ,- „ 46—54 „ „ „ „ 4BS0 

VI. „ „„ „ üb.66Jahre„„ „ „ 2049 



Dieselben repräsentierten 14472 Fetsonen mit 389714,5 Beobach- 
tmigsjahren and 6505 Sterbefällen. Gebildet wurden daraus nicht weniger 
als 4 Tafeln und zwar a) fOi Männer, b) für UnTerheiratete weiblichen 
Geschlechts, c) für Franen, d) fQr männliche und weibüehe Personen. 

Die im Jahre 1888 TOi^enommene Tafelrevision bestätigte die 
Richtigkeit der TJnterBuchungen. 

b) Die englischoi Bentnersterbetafeln vom Jahre 1883. Die Tafeln 
wurden Ton Alezander Fislaison aus den Erfahrungen der Englischen 
Stastsrentenbauk für den Zeitraum 1808 — 1875 berechnet. Das Mate- 
rial beitrug 10929 Männer mit 8607 Sterbefällen und 19859 Frauen 
^nit 14391 Todesfällen. Es wurde außer nach dem Alter noch nach 
dem Geschlechte uud nach Yertragsdauem unterBchieden. Durch die 
Sterbetafeln wurde übrigens im großen ganzen das Ergebnis der im 
Jahre 1835 abgeschlossenen Prüfung bestätigt. 

c) Die St&'Uüiikeüstafel. ä^ JltersrentenbanJc in Dresden. Sie er- 
scheint konstruiert ans dem Materiale der Bank von 1859 — 1889 und 
zwar nur aus 53 154 Beobachtungsjahreu und 730 Todesfällen. Bei 
dem Umstände, als die Besnltate schon wegen des unzulänglichen 
Materiales unsicher waren, nahm man bloß die Ei^ebnisse zwischen 
den Altem 6 — 61 und lehnte sich ron da ab an die Resultate der 
Prenßisdien Bentenanstalt an. Die Tafel nnterscheidet weder nach 
Altem, noch nach Perioden des Beitrittes zur Versicherung. 

d) Die Deutsche Bentneriafel beruht auf dem bis zum 31. Dezember 
1889 reichenden Beobachtungsmaterial von 34 deutschen, 11 Öster- 
reichischen und 3 schweizerischen Yersichernngsanstalten betreffend 
die von ihnen versicherten unmittelbaren Renten. Das Gesamtmaterial 
betrag 16968 Personen mit 5537 Todesfällen (2078 Männem und 
3459 Frauen), Die Tafel ist nach Geschlechtern getrennt. Auf Yer- 
tragsdauem wird keine Rücksicht genommen. 

Aus den mancherlei Studien über die Renteuversicherungen hat 
sich ergeben: 

1. Die Sterbenswahrscheinlichkeiten sind nach Yertragsdauem 
in den ersten fünf Abschloßjahren wesentlich verschieden. So be- 
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tr^^ die 1000 fache Starbens wahrscheinlidikeit bei Männern nach 
Finlaison: 

im Älter bei einer Vettmgadaner von Jahren 

l 2 8 4 a. mehr darchBchnittlioh 

50 13,75 ie,TO 19,80 19,90 !1,64 19,90 

SO 22,78 2fi,84 ST,S7 27.81 28,5] 26,9G 

70 37,62 16,08 4S,50 49,95 64,62 61,68 

80 66,66 104,01 111,68 112,86 1S8,64 132,50 

2. Der Unterschied zwischen MSuner- und Franensterblichkeit 
ist sehr erheblich. Gegenüber den obigen durchschnittlichen Sterbens- 
wabrscheinlichkeiten filr Männer beträgt die für Frauen im Alter 50, 
60, 70, 80 bezw. 11,23, 20,50, 44,57, 115,34. 

3. Die Sterbenswfthrscheinlichkeiten der deutschen männlichen 
Rentner lehnen sich ziemlich enge an die der Tafel der 17 englischen 
Gesellschaften an. 

§ 28. Ble InTaUdlt&tstafeln und Onindlageii der UnfbU- 
verslohemng. Es gibt keine Geschichte der Invaliditätsmessung im 
Sinne der Geschichte der Sterblichkeitsmessung. Die bisher kon- 
Btruierten Invaliditätstafeln wurden nämlich sämtlich nach der auf 
S. 62 erörterten Methode behandelt; es erscheint daher nur nötig, die 
dortigen Angaben noch durch Mitteilung der darnach konstruierten 
Tafeln und des Zählungsmateriales selbst zu er^nzen. Das weitaus 
bedeutendste Material lieferte 

a) Der Verein deutsche EisenbahnvertcaUungen. Dasselbe wurde 
durch 22 Jahre (1868 — 1889) gesammelt und erfuhr die Bearbeitung 
von Wiegand (1868/69), Behm (1870—1883), Zimmermann 
(1884—1887), Zillmer (1888/89). Die ersten daraus abgeleiteten 
Tafeln von Behm umfassen die Beobachtuugsj^ire 1868/73 und 
iintersachen die Sterblichkeits- und Invaliditätsverhältnisse sämtlicher 
Eisenbahnbeamten mit 449854 Beobachtungsjahren Aktiver und 
3048 Invalidit^tsfällen; femer mit 14256 Beobachtungsjahren Invalider 
und 867 Todesfällen; des weiteren noch gesondert eben dieselben Ver- 
hältnisse für das Zugpersonal an 111042 Beobachtungsjahren Aktiver 
mit 830 Invaliditätsfällen und 3453 Beobachtungsjahren Invalider mit 
178 TodesfäUen. 

Ganz die gleiche Teiltmg des Materiales wurde bis zum Jahre 
1876 fortgesetzt und für dieses Jahx nochmals die Vereinigung des 
Gesamtmateriates für die Jahre 1868/76 und des Zugpersonals fiir 
die Jahre 1870/76, jedoch ohne Bearbeitung vot^enommen. Kurz 
sei erwähnt, daß sich das Material damals auf 5885 Invaliditats- 
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fälle aller Eisenbatmbeamten und 1577 TodesHille aller ioTaliden 
Eisenbahnbeamten, Bodann auf 1445 InTaliditätsfälle am Zugpersonal 
und 318 Todes^Ue auB dem inralidiBierteo Zugpersonal ravtreckte. 

Die Teilui^ dee Msteriales, welche bis zum Jahre 1876 nur die 
AuBBcbeidung des Zugpersonales bezweckte, wurde fortab in 4 großen 
Gruppen und zwar A) Bahnbewachungspersonal, B) Zugbegleitungs- 
perBonal, C) Stationspersonal, D) fibriges Personal durcbgefiihrt. Die 
Statistik zeigt aber einen noch weiter gehenden Unterschied. Während 
nämlich vor dem Jahre 1876 bloß die Veränderungen der Aktiven in 
solche Individuen, welche a) invalide worden, b) ohne Pension entlassen 
wnrden, c) im Laufe des Jahres starben, beobachtet erscheinen, wurden 
seit dem genannten Jahre die Änderungen an Individuen beobachte^ 
welche a) wegen Invalidität ohne Pension entlassen wurden, b) aus 
anderen Ursachen ohne Pension entlassen wurden, c) wegen Invalidität 
mit Feneion entlassen wurden, d) aus anderen Ursachen mit Pension 
entlassen wurden, e) starben, f) infolge ün&lles pensioniert wurden, 
g) infolge UnfiiUes starben. 

Der ZusammenfaBsong des Materiales vom Jahre 1868/84 (bei 
den Sterbenswahrscheiulichkeiten Dienstunfähiger des Materiales 1877 
bis 1885) verdankt man drei Invalidifötstafeln und zwar a) für sämt- 
liche Eisenbahuheamte, b) flir das Fahrpersonal, c) für das Nicht- 
fahrpersonal. Überdies hat Sarup seine bekannte Tafel aus dem 
Material fSr das gesamte Eisenbahnpersonal aus den Jahren 1868/78 
mit unabhängigen Wahrscheinlichkeiten konstruiert. Für besondere 
Gruppen, so für das Bahnbewachungspersonal, wurden noch aus dem 
Materiale der Jahre 1877 — 81, ftlr das Bureaupersonal aus dem Mate- 
riale der Jahre 1883 — 1884, InvaÜditätstafelu ausgearbeitet. 

Das vom Jahre 1 884 bis zum Jahre 1 889 gesammelte Material wurde in 
noch viel weitei^hender Teilung (ZugfÖrderungsbeamt^ Zugbegleitungs- 
beamte, Bahubewachnngs- und Unterhaltungsbeamte, Stationsbeamte, 
Beamte für den niederen Stationsdienst, Weichenwärter, Bureaupersonal) 
beobachtet und fand seine Berücksichtigung in den Tabellen von 
Benzin für das gesamte Eisenbahnpersonal. Schließhch ist noch zu er- 
wähnen, daß in den letzten drei Jahren von ZiUmer eine spezielle Unter- 
suchung über das Personal der Eisenbahnarbeiter vorgenommen wurde. 

Den Tabellen für das Zugpersonal der Jahre 1868 — 1884 hegen 
534247 Beobachtui^BJahre mit 5163 lavaliditätsfällen, den Absterbe- 
ordnnngen für das invaUde Zugpersonal 26044 Beobachtungsjahre 
mit 1483 Todesfällen, den analogen Tafeln filr das Nichtfabrpersonal 
1590907 BeobachtungBJahre mit 14617 InvaliditätsfäUen, femer den 
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Aljsterbeordmuigeii fttr das invalide Nichtfahrpersonal 76294 Be- 
obachtungsjahre mit 4511 SterbefäUe» zugrunde. Die Tabellen für 
das gesamte Eisenbabnpersonal gingen und zwar die Tafel der luTa- 
liditätswahrscheinlichkeiten aas der BerQcksichtigiing von 2 135 154 
BeobQchtnngBJaliren mit 19780 Invaliditätsfällen, die Sterbetafel der 
Invaliden aus 109 778 Beobacbtungejahren mit 6594 Sterbefällen hervor. 

Die Tafel für das Bahnbewaebimgsmaterial fußt nur auf 3711, 

die für die Boreaubeamten gar nur auf 641 luvaliditätsfallen. An 

, Eisenbabnarbeitem wurden im ganzen 1326 InvalidiiÄtsfSlle beobachtet. 

b) Das Material der Osterreichischen Berghrnderiaden für die Jahre 
1886/88 vnirde von Kaan bearbeitet. Dasselbe erscheint nach dem Berg- 
bau auf a) Steinbohle (samt Eisenstein und anderenMaterialien), b) Braun- 
kohle, c) Steinsalz und d) dem gesamten Hottenbetrieb unterschieden. 

Dem Materiale unter a) lagen 125 284,5 Beobachtungsjshre mit 
48 Invalidilätsfällen wegen Yerunglückungen im Dienste und 1649 
anderweitigen Invaliditätsfällen, endlieh 187 Todesfällen nach einem 
Unfälle; femer 14 709 Beobacbtungs jähre invalider Arbeiter dieser 
Kategorie mit 1216 Todesfällen zugrunde. Das Material unter b) zählte 
76366 Beobachtungsjahre mit 197 Invaliditätsfällen wegen Verun- 
glückungen imd 649 anderweitigen Invaliditätsfällen, endlich 156 Todes- 
fällen nach Unfall; femer 4649,5 Beobaehtungsjahre invalider Arbeiter 
dieser Kategorie mit 300 Todesfällen. Das Material unter c) zählte 
4000 Beobach tun gs jähre mit 191 Invaliden und 3 Todesfällen nach 
einem Unfall, endlich 2459 Beobaehtungsjahre invalider Bergarbeiter 
mit 157 Todesfällen. Das Material unter d) endlich umfaßte 74711 Be- 
obaehtungsjahre mit 62 Invaliditätsfällen nach einem Unblle und 
954 Invaliditätsfällen nach anderen Ursachen, endlich 43 Todesfällen 
nach einem Unfälle; die InvaUden dieser Gruppe zählten 8813,5 Beob- 
aehtungsjahre mit 635 Todesfällen. 

e) Zur Gewinnung der Invaliditätstafel der deutschen Arbeiter wurden 
einerseits die Ergebnisse der Berufsstatistik über die Lebenden, anderer- 
seits die eingetretenen Invaliditätsfälle verwendet. Bisher wurden zwei 
derartige Beobachtungen durchgeführt. Die eine stützt sich auf die 
Erhebungen bis zum Jahre 1894, die andere auf die Erhebungen 
der Jahre 1895/97. Nach den letzteren Erhebungen wurden am 
14. Juni 1895 11813259 aktive Individuen gezählt; als zugehörige 
Invaliditätsfälle wurden aus den drei erwähnten Jahres die höchsten 
Zahlen der luvaliditätsfäUe jedes Alters gewählt. Die Zahl der be- 
nutzten Invaliditätsfälle aller drei Beobaehtungsjahre heimg 175 990, 
die Summe der Höehstzahlen eines Jahres 64388. 
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Vom theoretischen Standpunkt bedeuten diese Tafeln insofern 
einen wesenthchen Fortschritt, als zum erstenmale die Größe der 
Sterbenswahrscheiiüichkeiten Invalider, genauer gesprochen, die Ans- 
scheidenahrBcheinlichkeiten aus dem Rentengenuß (also die Wahi^ 
Bcheinliehkeit, durch Todes- oder fieaktirienrngsfall etc. aus dem In- 
validenstock zu scheiden) ermittelt wurde. Die Beobachtung erfolgte 
nach Vierteljahren unter Befolgung nachstehenden Schemas: 
Formular V. 
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18B2 
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Im ganzen wurden 65994 Invalidenrentner, 216430 Beobachtungs- 
quartale und 10679 Äb^nge beobachtet. Die auch auf die Alters- 
renten ausgedehnten Beobachtungen ergaben ^78631 Beobachtungs- 
jahre mit 25 984 Ausscheidungen. Die betreffenden Beobachtungen 
wurden in neuester Zeit wiederholt, und findet sich die diesbetreffende 
Fubhkation in den Amtlichen Nachrichten des Deutschen Reichs- 
Tersicherungsamtes für das Jahr 1904 (§ 3). 

d)AnderweitigeErfahrungen über denBei^bau verdankt man Caron, 
Eüttner, Beckmann, Jahn. Die Unterschiede in den Beobach- 
tungen entnimmt man der folgenden vergleichenden Zasammenatellung; 



BtelukoUe, 


Hutlen- 














ichanweMinlBSl/SS 




0,00238 


0,00279 


0,00600 


0,00410 


0,00740 


690 


620 


1650 


1430 


01420 


, 3242 


2734 


6650 


12000 


08901 


11945 


9086 


19710 


23500 


19446 


2007S 


16587 


48230 


40000 


82290 



In der Literatur begegnet man noch mannigfachen Untersuchungen 
über anderweitige Stände (Earup „Staatsdieaer", Zillmer „Metall- 
arbeiter", Wolf „BahnenangehBrige" usf.) 

Schließlich wäre noch zn erwähnen, daß Beobachtungen Über die 
Abhängigkeit der Bernfsinvalidität von Alter und Dienstzeit vom Ver- 
fasser an den Angestellten der Kaiser Ferdinands Nordbahn in Wien 
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im Wege der Aufbereitung eines entsprechend angelegten ZäMkarten- 
materiales angestrengt wnrden (Seite 349, 250). 

üt^aU/verstckerung. Für die private Versicherung bestehen dermalen 
noch keinerlei besondere technische Unterlagen. Die öffentliche Ver- 
sicherung stellt gemäß ihren technischen Voraussetzungen die Dorch- 
schnittawahrscheinlichkeiten ftir alle Betriebe fest, durch einen Unfall 
a) getötet zu werden, b) dauernd invalide zu werden, e) vorüber- 
gehend invalide zu werden. 

Außerdem wird das Gefahrenprozeilt, d. i. eine Verhältniszahl ent- 
wickelt, durchweiche die Belastung jedes Betriebes aus einem UnfaU charak- 
terisiert sein soll, endlich eine Abfallsordnung der Unfallinvaliden, welche 
nach Alter allein oder nach Alter und Dauer der Invalidität abgestuft ist. 

Für die Einführung der öffentlichen Versicherung im Deutschen 
Reiche waren vier monatliche Beobachtungen Über die Unfälle in 
Deutschland während des Jahres 1881 maßgebend. In Osterreich 
wurde die Unfallversicherung nach den Erhebungen aus den Berufs- 
genossenschaften der Reichs- und Staatsbetriebe Deutachlands, dann der 
Eisenbahnbetriebe för das Jahr 1886 geregelt. 

Aus den Erfahrungen hat sich eichen, daß nur die Sterbens- 
wahrscheinlichkeit nach einem Unfall eine von allem Anbeginne der 
Einrichtung der Unfallversicherung konstante Zahl ist und pro Jahr 
0,0007 betrl^ daß aber die Wahrscheinlichkeit der Erwerbeunfähigkeit 
sich erst geraume Zeit nach der Einrichtung stabilisiert 

So entfielen auf 10000 Beobachtungen (in Österreich Vollarbeiter) 
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26,1 
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6,4 
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28,8 


1893 


6,5 


11,4 


38,6 


6,9 


74,6 
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6,9 


12,6 
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6,8 


82,6 


87,4 


1894 


6,6 


16,2 


39,8 


6,8 


87.4 


40,6 


1895 


6,7 


18,5 


87,2 


7,2 


96,2 


42.1 


1896 


■Iil 


23,3 


36,8 


7,0 


102,7 


87,9 


1897 


7,0 


25,9 


86,2 


7,0 


106,5 


87,8 
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27,5 


36,3 


7,8 


108,6 


41,7 


1899 


7.2 


30,0 


36,7 


6,8 


109,9 


40.8 


1900 


^-* 


30,6 


36,6 


6,7 


113,4 


42,8 


lüOl 


7,2 


31,6 


88,9 


6,1 


124,7 


39,9 
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Über das 6efiilirenprozent orientiert die nacliBtelieiide ZuBammen' 
etellnng über normal eingerichtete Betriebe naob Österr. Erfahrungeii: 

Porzellim&briken 4, Baum Wollwebereien und Buchdruckereien 
mit Motoren 6, Ctlasfabriken exklusive Tsfelglaefabriken 9, Ledei^ 
fabriken 16, BanmwoUspinDereien 20, Papierfabriken 25, Kunatmühlen, 
Steinmetzereien 31, Mascfainenzi^eleien, Maschineufobriken, Branereieo, 
Hochbau 39, Bessemer-, Thomas- und UartinstahlhCltten 48, Zimmerer, 
OerDstmadier 73, schweres Fuhrwerk, Steinbrfiche 87. 

Daß die Un&llawahrscheinlichkeit audi rom Alt&r abhängig sein 
müsse, ist mannigfach begründet worden. Als Wahrscheinlichkeit, 
durch einen TJn&U invalide zu werden, wurde erhoben 
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0,0064 
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0,0041 
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70 


0,0048 


0,0144 


0,0081 


0,0008 


0,0046 


80 


0,0048 






0,0024 





§ 28. Die KrankeuordnnngeiL Die für den Betrieb der 
£nuikenTerBiehemi^ notwendigen Beobachtungen erstrecken eich auf 
die nach Altem abgestuften Wahrscheinlichkeiten der Erkrankung, auf 
die in derselben Art differenzierte durchschnittliche Anzahl der Eranken- 
tage im Jahre, endlich, zur Berechnung der in der Versichenmgstechnik 
häufig gebrauchten Redaktionsfaktoren für das abgestufte Eranken- 
geld, auf eine Skala fOr die Daner der Krankheiten. Derartige Be- 
obachtungen wurden überaus zahlreich an den englischen Hilfskassen, 
an der Leipziger YersichemngSgesellschaft „Gegenseitigkeit^', an den 
gegenseitigen Hilfsgesellschaften det Schweiz, an den deutschen Eisen- 
bahnbeamten (im Änftr^e des Vereins deutscher EisenbahnverwaU 
tnngen) und endlich an den obligatorischen Krankenkassen Deutsch- 
lands und Österreichs angestellt. Als Ursachen der Krankheit»- 
gefahr haben aicb nebst Alter und Beruf noch 1. die Wirksamkeit 
der Krankenaufsicht, 2. die Lage des Arbeitsmarktes, 3. das Ver- 
hältnis des Krankengeldes zum mittleren Arbeitslohn, 4. der Um-, 
stand, ob der Beitritt freiwillig oder zwangsweise erfolgt, endlich 
5. die Höhe des Reservefonds der Krankenkasse ergeben. In letzterer 
Beziehung erwies sich, daß bei stärkeren Reservefonds die Tendenz 
zu einer milderen Handhabung der Krankenanfsicht besteht. 



,yCoogle 



120 II' DlB Atten den Btaüstischeii Maßzahlen and ihie Ermittlung. 

Die ältesten englisclien üntereucbongeD von M. N'eiBou beziehen 
Bioh auf die Er&hmugen ron 79 schottischeii Hilfskassen zwischen 
den Jahren 1751—1820. Die Zahl der durchschnittlichen Kranken- 
tage im Jahre war außerordentlich gering, weil die Unterstützong von 
der Bedürftigkeit abhängig gemacht wurde. 

Dieser Tafel folgte die Untersuchung M. Keiaons betreffend die 
englischen Hilfskassen. Das Material erstreckte sich auf 1147243 
Beobachtnngsjahre während der Periode 1836 — 40 und wurde nach 
ländlichen Distrikten, städtischen Distrikten und den Distrikten der 
großen Städte eingeteilt. 

Die Beobachtimgen Finlaisona über die englischen Hilfskaasen 
zwischen den Jahren 1846 — 50 erstreckten sich auf 792930 Beob- 
achtungsjahre, krankten aber an dem Umstände, daß die Unter- 
stützungen bei chronischen Leiden ausgeschlossen waren. 

Für sieh allein hat die große Hilfskasse der „Werkmeister" 
von Manchester zwei Untersuchungen unter Ratkliffe und zwar aus 
den Beobachtungen zwischen 1856 — 60 und zwischen 1866 — 70 auf 
Grundlage von 1006272 bezw. 1321043 Beobachtungsjahren an- 
gestellt. 

Weitere Untersuchungen rühren noch von der alten Körperschaft 
der Forstleute zwischen den Jahren 1871—75 über 1302166 Be- 
obachtui^en Ton Neison und endlich die im Jahre 1896 verSSent- 
lichte Tafel Buttons über die englischen Hilfskassen. Diese letztere 
umfaßt 4565675 Beobachtungsjahre mit 8195461 Krankheitswochen. 

Im Nachfolgenden wird noch eine kurze Übersicht über die 
Zahl der Krankentage im Jahre nach den erwähnten Sr&hrungen 
gebracht : 



Altersklasse 
30—30 30— loUO — öO'öO— 60J60— 65 66—70 70— 7& 



Schottische Hilfskaasen 4,1 4,7 

Englische „ 18S6/iO ti.l 8,9 10,4 ' 19,0 37,1 70,7 118,8 

WerkmeUterManoheHt«tl816/48 4,9 6,3 9,6 19,0 36,& 49,8 83,4 

Esgliache Hilfskasaen 1846/50. 6,9 7,2 9,4 14,0 , 22,0 83,8 G3,6 

Werkmei3terUancheBtetlSG6/60 &,7 6,7 

1866/70 6,4 7,0 

Forstlent« 1871/76 5,9 7,1 

Sntton 6,1 7,9 

Die Er&hrungen der Leipziger Versicherungsgesellschaft worden 
Ton Eeym in dessen bekanntem Werke „25 Jahre Eriahmngen der 
Yersicherungsgesellschaft Gegenseitigkeiif' in Leipzig 1884 nieder- 



19,6 33,0 
20,2 I 87,1 
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gelegt. Die Heymschen Zahlen Bind nach Gteschlecliteni getrennt und 
entlialten nebst den Kraukenti^n auch Übersichten Über die Krank* 
lieitsdanem. 

Die Erfahrungen der gegenseitigen HilfsgeaeUschaften der Schweiz 
im Jahre 1880 wurden von Kinkelin heraaagegeben (Bern 1887). 

Die Reduktions&ktoren berechnete Moser aus den Erfahrungen 
der benuBchen kantonalen Krankenkaeee (1884 — 1891). 

Eine überaus eingehende Statistik wurde endlich aus den Er- 
fahrungen der nach dem GeBetze vom 30. März 1888 betreffend die 
KrankenTersicherung der Arbeiter eingerichteten österreichischen Kran- 
kenkassen wSIirend der Jahre 1891 — 1898 geliefert. Dieselbe er- 
streckte sich auf 6,3 Millionen AGnner und 2 Millionen Frauen mit 
3,7 Millionen Erkrankungen und 64,5 MiUionen Krankentagen. 

Die Ergebnisse sollen zugleich mit den Heymschen und Kinkelin- 
Bchen Eriahrungen znsammei^stellt werden. 



Beobachtung 



Beobachtm^ 



Alter 
20 80 I 50 70 



Hejtn, MKnner 

Eiuketin, Männer .... 
Oateneiuiische Statistik 
Bezirkskrankenk. Männer 
Betrieba „ 
Qenoaaen- 

Bchafts „ 
Vereins „ 



16,4 1 19,5 
29I5 



Eisenbahnen 
Metallwaren 
Textilwaren 
Znckerfabriken 



Hejm, Franen 
Österreich. Statistik 
Frauen ohne Entbin- 

dungBgeld 

Franen mit Entbin- 

dung^eld 

„ Teitilindust.') 
Tahakfahrik.') 



') Ohne Entbindunga- 
geld. 



12,llll,6 21,7 

8,TJ11,9 24,2 
.1,118,4 - 



§ 30. IM« HelratstofehL In der Yersichenrngstechnik werden 
Heiratstafeln Terschiedener Art yerwendet, und zwar Tafeln, für 

a) die Wahrscheinlichkeit, in einem bestimmten Alter zu heiraten, 

b) den AltersunterBcbied zwischen den Ehegatten für jedes Alter der 
Verehelichong, c) die Wahrscbeinlicbkeit, mit Frauen der rerBchiedenen 
Alter verheiratet zu sein. Die Tafeln a und b erscheinen überdies 
darnach differenziert, ob die Beobachtungen an Junggesellen oder 
Witwern angestellt werden. 

Über die Wahrscheinlichkeit der Männer, zu heiraten, hat Kiittuer 
die folgende Zusammenstellung (in der Zeitschrift des kgl. sächs. 
stat Bureaus vom Jahre 1885) veröffentlicht: 
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Beobachhmga- 
material 


FkinlU«!- 


AlMmtat* 

21— 25'26- 30|81— 86 86— 40|41— «!46— 60 61— 60 


EugliBcher Adel 


ledig 
verwitw. 


0,0497 

0,1571 


0,0802 0,0727 10,0662 0,0862 
0,1760,0,1319 0,106» 0,0996 


0,0182 
0,0737 


0,0107 
0,0518 


Niederlande 1866/69 


vÄ. 


0,0166 
0,2366 


0,1067 
0,3342 


0,11117 0,0783 
0,8822 {0,2562 


0,0515 
0,1838 


0,0286 
0,1068 


0,0130 
0,0469 


Belgien 1861/60 


verwitw. 


0,0886 

0,4S78 


0,0810 
0,4578 


0,0778 
0,3598 


0,0689 

0,8681 


0,0319 
0,1667 


0,0238 

0,0871 


0,0092 

0,0369 


Frankreich 18S6/60 


ledig 

Terwitw. 


0,0666 
0,2694 


0,1167 
0,2583 


0,1193 
0.2433 


0,0848 
0,1784 


0,0375 0,0168 
0.0839 0,0369 


ItaUen 1870/78 


ledig u. 


0,0760 


0,1274 


0,1101 

0,1661 
0,4297 










Oldenbni^ 


ledig 0,0222, 0,10B4 
verwitw., 0,4667,0,4442 


0,1146 

0,3431 


0,0766 
0,2412 


0,0286 
0,1440 


0,0106 

0.1121 


Sachsen 1880/81 


ledig n. 
verwitw. 


0,1266 


O,17T0j0,1401 0,1100.0,1048 


0,0766 


0,0489 


s.='~^iisr- 


l.di,u. 
verwitw. 


0,128 

0.107 


0,874 

0,288 


0,242 
0,267 


0,196 
0,183 


0,216 
0.140 


0,129 
0,134 


0.128 

0,088 



Als mittlere Altersdifferenzeii zwisclieii den Ehegatten werden 
von Ktlttner fBr Sachsen ang^eben 

für die Heiratnalter von üfönnem 19 20 21 22 83 21 26 

Jahre —2,09 —1,45 —0,71 —0,19 0,26 0,92 1,48 

tut die Eeirataalter von Männern 30 36 40 15 60 
Jahre 3,99 5,84 7,60 9,18 10,94 

Tafeln fttr die Älteraverteilung der Yerelielichten werden aus 
jeder Yolkszählnng abgeleitet. Die Zahlen weisen allenthalben eine 
aufierordentlicbe Stabilität auf. 
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Dritter Abschnitt. 
Die DeitoBg der staUstisclieii HaBzables. 

§ 31. Die BtatiittUohe WahrsohelnUohkelt (Vorbemer- 
kungen). Der Begriff der rnftthematiscten Wahrschemlichkeit hat mit 
dem der Btatiatischen WahrBcheinlichkeit a priori nichta gemein. Die 
mathetaatisehe WahrsehettUichkeit ist ein Bruch, in dessen Nenner die 
Atiy,ahl der f(ir ein rein zufölliges Ereignis möglichen, in dessen 
Zähler die diesem Ereignisse gOnstigen Fälle stehen. Das rein zu- 
fällige Ereignis ist jedoch dadurch bestimmt, daß jeder Fall die gleiche 
EintrittsmSgliclikeit (die Ckancmglei<äthei{) besitzt; daß diese Möglich- 
keit in fortgesetzter Zahl der Yersuchsfälle unveiÄndert (konstant) 
bleibt; daß der Eintritt irgend eines Falles für den Eintritt eines 
anderen Falles nicht bestimmend ist (also Unabhängigkeit zwischen 
den Versuchsfällen besteht). Diese Grundbedingungen der mathema- 
tischen Wahrscheinlichkeit lassen sich beispielsweise im Spiele mit 
Würfeln von gleichen Keibungsverhaltnissen an den F^hen und 
Kanten und bei Identität des theoretischen nnd physikalischen Schwer- 
punktes, femer im Umenspiel bei gründlicher Mischung nnd glei- 
chen, d. b. wenigstens für das Gefühl indifierenten Eigenschaften der 
Kugeln beobachten. 

Die statistische Wahrsck^nlichkeit ist, wie schon im § 18 hervor- 
gehoben wurde, ein Bruch, in dessen Nenner die Zahl der Beobach- 
tnngsfölle zur Konstatiemi^ einer bestimmten Yerändemi^, in dessen 
Zähler die Zahl der Fälle steht, in welchen die Veränderung binnen 
der Zeiteinheit eintritt. Die statistische Erscheinung ist ein zu- 
fälliges Ereignis nur, weü sich jene Beobschtungsfälle a priori nicht 
angeben lassen, an welchen sich die Veränderung vollzieht, auch der 
Bruch keinen exakten Wert annimmt; doch läßt sich nachweisen, daß 
für keinen einzigen F^ der statistischen Wahrscheinlichkeit die Grund- 
bedingungen der mathematischen Wahrscheinlichkeit, (also Chancen- 
gleichheit, Konstanz und Unabhängigkeit) vollständig erfüllt sind. 
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Die Chancengleichheit. In RöckBicht der Sterbenswahrscheinlichkeii 
kann ebensowohl für die Leben der allgemeinen Bevölkerung als für 
die ausgdesenen Leben nachgewiesen werden, daß Chancengleichheit 
för die bisher beobachtete Differenzierung der Sterblichteitsorsachen 
nicht beBteht. Die Sterblichkeitstafeln fBr beiderlei Leben sind ohne 
genaue UnterBcheidung der Bozialen Lage (des Berufes, des Wohn- 
ortes, der EiakommeQBverhältniBBe) der Massen konstruiert; und doch 
beeinflußt die erwähnte Ursache die Sterblichkeit wesentlich. Yon den 
mannigfachen beweiskräftigen Beobachtungen werden hierüber die 
folgenden angeführt. 

Th. Sörensen hat die dänische StadtbeTÖlkening in drei Gruppen zer- 
legt. In der ersten hat er u. a. Arbeiter, OeBiude, Peraonen in Armen- 
pflege; in der zweiten Bubalteme Beamte und Offiziere, Lehrer, Konto- 
risten, Handelsgehilfen, Kleinhändler, Handwerksmeister; in der dritten 
höhere Beamte und Offiziere, Arzte, Anwälte, Großhändler, Rentiers 
zuBanunenge&ßt. Diese Teilung führte er nun durch, indem er die 
offizielle VolksMhlong von 1870 und die Totenscheine von 1865 bis 
1874 bearbeitete. Im ganzen lagen für Kopenhf^n 20847 Todes- 
fälle und fQr die PrOTinzialstädte 22139 Todesfälle vor. Es ergaben 
sich die nachstehenden Sterblichkeitskoeffizienteu: 

Von 10000 Personen starben jährlich 
im Alter in Kopenhagen in den FrovinzialBtädten 

Männer 



ao-as 

86-86 
35-16 



20 -SO 
25—35 
35-45 



I. Onppa II. Qrnppe IIL Qinppe I. Giuppe II. Gmpp« 



£s betrug nach den Beobachtungen der Oothaer Lebensversiche- 
rungsbank die mittlere Lebensdauer: 



orchicluütte 


farÄnta 






«I GymiiMUl- 


er Beruf« 




lehMr 


Ithnr 


26,89 


26,60 


28,74 


28,08 


28,60 


19,43 


18,65 


20,62 


30,29 


S0,75 


12,88 


12,89 


18,41 


18,86 


13,78 


7,81 


7,70 


7,80 


7,86 


8,07 
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Daraus kann man scliIieBen: 

a) Dermalen sind in den Gruppen angenommen gleu^ier Sterbens- 
wahrsckeinliehkeii die Unterschiede der Chance außerordentlich groß. 

b) Voüständige Chancengl^chheit zu erreichen, dürfte auch kUr^- 
Hgen Beobachtungen nickt gelingen, da die Gleichheii der sozialen Lage 
kaum begrifflich, vid weniger aber noch eiffemmäßig erfaßbar ist. 

Ähnliclie üntersnchnngen Ussen sich fSr die Invaliditäts- aud 
Erankheitswahrscheinlichkeit bezw. die in einem Ja]ire zn erwartenden 
Krankheitetf^e, die Heirata- und andere Wahrscheinlictkeiten an- 
stellen, zumal alle die genannten Wahrscheinlichkeiten in noch viel 
höherem Grade als die Sterbenswahrscheinlichkeit vom Berufe ab- 
bängij; sind. 

Beim Geschlechtsrerhältnis der Geborenen sind die in verBchie- 
denen Gruppen beobachteten Wertnnterschiede geringer, wie bei den 
Qbrigen Wahrscheinlichkeiten. Ganz verschwinden sie nicht. Bei- 
spielsweise beträgt die Zahl der auf 100 Mädchen kommenden Knaben 
im Mittel für das Deutsche Eeich 106,2, bei den Totgeborenen 138,3, 
bei den Lebendgeborenen 105,3, bei den Unehelichen 104,7, bei den 
Lebendgeborenen in Preußen, Bayern, Sachsen, Württemberg, bezw. 
105,4, 105,4, 104,7, 104,1 (Georg t. Mayr, Statistik und GeseU- 
schaftslehre. II. Teil). 

Die Konslane der statistischen Wahrsdieinlic^k^ten. Dafi die sta- 
tistischen Massenerscheinungen keinerlei Eonstanz aufweisen, wurde 
bereits in § 3 an Beispielen über die Sterblichkeit tmd Invalidität 
gezeigt. Selbst im Gebiete des Geschlechtsverhältuisses der Geborenen 
steht die Eonstanz nicht außer Fr^e. So wäre nach dem Berichte 
des I^pstrar general der EinabenüberschuB von England und Wales 
in den Jahren 1844 und 1845 bis zum Jahre 1893 von 106,4 bezw. 
105 auf 104 zurückgegangen. Die erst erwähnt« Zahl sei nur noch 
im Jahre 1885 erreicht worden. (Siehe auch das Beispiel für Öster- 
reich, S. 148). 

Die Unabhängigkeit der statistischen Ereignisse. Es ist eine be- 
kannte Tatsache, daß die statistischen Ereignisse viel^h voneinander 
abhängen. So wird jede ansteckende Krankheit, welche bei einer 
Person auftritt, alle mit ihr verkehrenden Personen bedrohen. Ist 
die Wahrscheinlichkeit, an einer solchen zu sterben Vn) dann wird 
die Wahrscheinlichkeit zweier Personen, an ihr gleichzeitig zu sterben, 
nur dann '/„i, wenn die Personen zur Zeit der Erkrankung der 
einen mit einander weder mittelbar noch unmittelbar in Berührung 
kommen. In gleicher Weise erscheint die Lebensdauer eines Ehe- 



Digitiz 



,yCoogle 



126 m. Die Denttmg der stAtiBtischeii MaBz&bleu. 

gBtten wesentlieli dnrcli die des anderen bedingt. Beim Auebnich 
eines Brandes ist die Wahrsclieiuliclikeit der benachbio-ten Häuser, 
in Brand zu geraten, aoflerordentUcli groß. 

Man hat die Abhängigkeit der Sterbenswahrscbeinlichkeiten Tom 
Ziyüetande häufig nntersncbt nnd ist beispiebweise zu den folgraden 
Ergebnissen (für Ba;em 1881/90) gelangt: 

Von 1000 Lebenden starben jährlich 

Uänner Frauen 



40—45 


20,0 


11,0 


25,1 


27,8 


12,8 


11,8 


13,6 


18,6 


46—60 


28,8 


14,8 


28,a 


46,0 


15,7 


11,8 


14,4 


17,1 


60—66 


29.8 


19,6 


81,4 


87,0 


80,6 


15,7 


19,1 


28,0 


66—60 


88,8 


26,5 


87,6 


44,7 


86,4 


88,5 


26,8 


29,0 


60—65 


65,1 


88,8 


52,4 


68,8 


41,1 


86,9 


40;6 


47.« 


«6-70 


76,9 


57,4 


73,6 


87,0 


60,5 


66,8 


61,6 


90,6 



Die Frage übrigens, ob eine erbsomte Abhängigkeit in der Rech- 
nung als solche zu berücksichtigen ist, ja ob überhaupt eine Abhängig- 
keit besteht, ist nicht selten nur schwer zu entscheiden. Diesbezüg- 
lich soll anf zwei Fälle rerwiesen werden: 

1. Als abhäi^ig sind Ereignisse insofern zu betrachten, als 
ein Ursachenkomplez existiert, welcher bei ihnen tätig sein mnß, 
bei den andern gleichartigen Ereignissen aber nicht rorkommt. 
Das Entnehmen einer Engel ans einer üme wird nur dann eine 
Folge für das Entnehmen einer bestimmten anderen Engel aus der- 
selben Urne nach sich ziehen, wenn die Kugeln in bgend einer 
Art verbunden sind. Ebenso wird die Wahrscheinlichkeit der Inva- 
lidisiemng für zwei Arbeiter, welche in derselben Grabe tätig sind, 
nur insofern als abhängig zn bezeichnen sein, als es Ursachen der 
Invalidisierung gibt, welche aus der Arbeit in eben dieser Grube 
wirksam werden. Die Wahrscheinlichkeit, nicht etwa durch einen 
Unfall oder durch Ausströmen Ton Gasen in dieser Grabe, sondern 
BUS anderweitigen Ursachen invalide zu werden, ist für beide Arbeiter 
dem Produkte der Wahracheinlichkeiten jedes einzelnen, an diesen 
invalide zu werden gleich, also auch gleich der Wahrscheinlichkeit 
der Invalidisierang zweier Arbeiter, welche in getrennten Graben 
arbeiten. 

Nennt man beispielsweise die Anzahl gleichmöglicher Fälle, welche 
zur Invalidiföt aus sonstigen Ursachen führen m, welche ans den Ursachen 
der Grabe zur Invalidität führen «, welche endlich in beiden Fällen 
zur Invalidität nicht führen M bezw. N, dann ist die Wahrscheinlich- 
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keit der beiden Arbeiter, aus den ersWen Ursachen gleichzeitig invaUde 
zu werden w' = . _^ „ „ , ; die Wahracheinlichkeit jedoch, aus 

den UrBachen der Grube invalide zu werden, nahezu w^— — -, — a—, r-^rr. 

^ m + M + n-\- N' 

sohin endlich die Wahrecheinlichkeit Oberhaupt gleichzeitig inyalide 
zu werden: 



7S^+-, 



_ (M + «)' + (Jtf + jy-m)n 



(m+M+n + N)*^ m + M + n + N {m + M + n + N)' 

Die Abhängigkeit muß in der Rechnung nur dann berücksichtigt 
werden, wenn die Wahrecheinlichkeit fQr die Zahl der Verursachungen 
», welche den gemeinsamen Eintritt des Ereignisses mit Notwendigkeit 
nach sich ziehen, die OröSenordnnng von w* erreicht. 

2. Der Eintritt gewisser, das Ereignis begflxtstigenden Bedin- 
gungen, von welchen alle Fälle gleiehnräßig betroffen werden, ist von 
TOmherein als Abhäogigkeit flberhaupt nicht anizufassen. 

Die Yenichenmgsgesellschaften pflegen die AuszahlnitgeD der 
YersicherungBsnmmen im Todesfälle innerhalb der ersten S — ö Jahre 
nach Vertragsabschluß von gewissen besonderen Bedingungen abhänge; 
zu macheu; so darf der Tod nicht durch Selbstmord oder Zweikampf 
oder anf einer außereuropäischen Reise eintreten; die Angaben des 
Antr^^ müssen richtig imd ToUstHndig sein. Solche Versicherungs- 
bedingongen werden zweifellos einen gewissen Einfluß auf die Gh^iße 
der Sterbenswahrscheinlichkeiten nehmen. Eine Abhängigkeit im Sinne 
der wechselweisen Beeinflussung der Ereignisse ist dies aber nicht; die 
Folge ist, daß man derart abhängige bezw. beeinflußte Ereignisse 
ganz wohl durch (unabhängige) Wahrscheinlichkeiten, welche unter 
dem Einfluß solcher Bedingungen entstanden sind, bemißt. 

Eine Abhängigkeit der Ereignisse zufolge solcher Versicherungs- 
bedingung besteht aber doch insofern, als die Möglichkeit berück- 
sichtigt wird, daß ein Indiriduum sich in seineu Entschließungen 
rücksichtlich Selbstmordes oder Zweikampfes beeinflussen läßt nnd das 
mit ihm yerbuudene, gleichfalls versicherte Individuum (der Ehe- 
gatt«) für sich gewisse, das Versicherungsverhältnis beirrende Kon- 
sequenzen zieht. 

Mit den bisherigen Erörterungen ist allerdings die Fr^e der 
Existenz mathematischer Wahrscheinlichkeiten im Gebiete der Statistik 
im negativen Sinne entschieden; nicht aber die Frage, ob bei einem 
statistischen Ereignis die 3 Grundbedingungen eines rein zufälligen 
Ereignisses in derartiger Nähentng zutreffen, daß man praMisdi die 
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beiden Wahrscheinliclikeiteii mit einaDder identifizieren kann. Diese 
Erkenntnis ist aber fttr die Statistik und ihre Anwendungen Ton 
größtem Werte, weil hierdurch über die Gestaltung statistischer Ver- 
hältnisse eine bestimmte Anschauung gewonnen wird, femer die stati- 
stischen Wahrscheinlichkeiten ein bekanntes Rechnungsschema, das 
der mathematischen Wahrscheinlichkeiten, möglich machen, endlich 
sich daraus die Grandbedingungen für eine gesunde Entwickelung 
des Versichenu^swesens ei^eben. 

Ob und in welchen Fällen eine solche Übereinstimmung der 
beiden Wahrscheinlichkeiten vorhanden ist, läßt sich für keinen ein- 
zigen Fall durch Spekulation, sondern immer nur durch das Experi- 
ment entscheiden. Zu diesem Behufe werden in den beiden nächsten 
Pan^aphen die Folgerungen erörtert, welche sich ans der Existeiiz 
der reinen Wahrscheinlichkeit oder einer Störung in den Grund- 
bedingungen derselben für die Beobachtungen (einen vielfachen Ver- 
such aus einer solchen) ergeben; sodann wird die Frage beantwortet, 
in wie weit umgekehrt aus dem Vorhandensein von Kriterien für die 
reinen Wahrscheinlichkeiten auf die E^stenz dieser zurQckgeschloBBen 
werden könne; endlich werden Methoden gesucht, nach welchen die 
Identität einer statistischen mit einer mathematischen Wahrscheinlich- 
keit festzustellen ist. 

Schließlich sollen die Wahrscheinlichkeitsfunktionen für extensive 
Haßzahlen erörtert werden. 

§ 32. Die Elgensohaften der mathemattsohen Wahrsohein- 
Uohkelten. 

1. Die mathematischen Wahrscheinlichkeiten befolgen den Ber- 
nouillischen Satz. Derselbe lautet: Wenn die Wahrscheinlichkeit für 
4las Eintreffen eines Ereignisses p und ftir das Nichteintreffen eines Er- 
eignisses q ist, dann wird bei n Versuchen über das Ereignis dasselbe jede 
beliebige, zwischen o und n gelegene Anzahl von Malen eintreffen bezw. 
nicht eintreffen können. Am meisten Wahrscheinlichkeit hat es filr 
sich, daß das Ereignis np-mai eintrifft. Diese Wahrscheinlichkeit ist 

^ ~' und daher bei großem « nur gering. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis irgend eine zwischen 
np + Q '[/2npq und np — q Y2npq 
gelegene Anzahl von Malen eintrifft, ist durch den Wert 

(I) 
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^^eben. Der Wert des in der Formel Torkonimeiiden (Krampsdi^ 
Integrales ist mit einer für die Btatistischen Untersuchungen genügen- 
den Genauigkeit im Anhange II abgedruckt. 

Zusatz. Für sehr große n, also in allen Beobachtungen der 

Statistik, reduziert sich W «aS —r^ Ce-^dt, wfeil das Zusatzglied 



k/'-'-- 



sehr klein bleibt. In solchem Falle ist die WahrBcheinlichkeit für die 
gleiche Abweichung beiders eits TO m Trahrscheinlichsten Werte (also für 
-)- py^npq^ und für — q y2 npq) gleich groß. Die Hälfte der Ab- 
weichungen vom wahrscheinlichsten Wert (also alle Fehler bis zur Größe 
des sogenannten wahrscheinlichen Fehlere) findet man für q, welche 
^ zu ^ machen, d. h. für p - 0,4769. Für 9 = 6 ■ 0,4769 - 2,86 wird 
W^ — 0,99995; d. h. man kann 1 gegen 20000 wetten, daß die Ab- 
weichung des Ei^ebnisses vom wahrscheinlichsten Werte nicht den 
secha&chen wahrscheinlichen Fehler aberschreiten wird. 

2. Wenn man n Versuche Über den wahrscheinlichsten Wert der 
Wahrsdieiulichheit p für das Eintreffen eines Ereignisses, ^ fOi das 
Nichteintreffea dieses Ereignisses anstellt, sodann die Versuchszahl n 
in s Serien zu je t; Versuchen teilt, derart, daß n — s. v und wenn 
endlich jj^ bezw. g, die wahrscheinlichsten Werte der Wahrscheinlich- 
keiten für das Eintredm und Nichteintreffen in der ersten, p^q^ die 
wahrscheinlichsten Werte der Wahrscheinhchkeit in der zweiten, all- 
gemein j)f9j die wahrscheinlichsten Werte in der i-ten Versuchsserie 
sind, dann besteht die Beziehung 



;=y^' ■ c°) 



worin die Klammer auf der linkea Seite der Oleichnng statt der 
Summe über alle pi,,Pi, ■■-,?„ gebraucht ist. 

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit der Abweichung vom wahren 
Werte der Wahrscheinlichkeit w um die äröße | ist bekanntlich 
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Daraus folgt für die Präzisionsmaßzabl in der ganzen Versa<^isreihe 
ein Wert "[/ ,"_ . und wenn zwischen dem wahrscheinlichsten und 

[ Y _V J U-P)/ 



waliTeh Wert die Beziehung w —p + s 



tp(t- 



oder für genügend kleine s auch 1/^ -■ In Analogie dieser Er- 

Bl.iolik., mathsm.tiwib« StUlilik. t 
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m. Die DentoDg der Btatistüohen MaBzablen. 
Tv^angeu ergibt sich för die FräziBionBm&ßzahl in jeder Versucksserie 



VS- 



ipq- 

Man kann die PrüaiBJonsmaßzahl jeder Serie auch in anderer Art 
nachweiBen. Nach der Fehlertheorie entwickelt sie sich bub den 
wahrgenommenen Abweichnngen der Serienwahrscheinlichkeiten vom 
wahren Werte der Wahrscheinlichkeit durch die Formel 



"-n. 



ä[(P(-«')T 

ans den Abweichungen dieser Wahrscheinlichkeiten vom wahrschein- 
liehsten Wert der Wahrscheinhchkeit durch die Formel 



"-V, 



[(p,-i>)T 



Die ßleichstellong der beiden, dnrch die wahrscheinlichsten Wert« 
der Wahrscheinlichkeiten ermittelten Werte von h führt unmittelbar 
zur Behauptung. 

Zusatz. Wenn eine Anzahl von Yersuch^i auf mehrere Arten 
in Versuchsgruppen mit gleicher Anzahl von Einzelversuchen zerlegt 
wird und bei zweifacher Zerlegung als Wahrscheinlichkeiten in den 
ersten Gruppen (s an der Zahl) Pi, Pt ■ ■ ■ p,', in den zweiten Gruppen 
(/ an der Zahl) p,', p^' ■ ■ • p,' resultieren, dwm besteht 



' ^«[(fi—^)']^ Vf'CCp/-«')'] ■ 



Aus dem Bestände der Gleichung folgt, daß die mittleren Fehler der 
beiden Versuchsgruppen den Quadratwurzeln der Versuchszahlen in 
den einzelnen Gruppen verkehrt proportional sind. 
Ideell muß für s' = 1 dann auch bestehen 



3. Für den Fall, als die Anzahl der Beobachtungen in den 
einzelnen Gruppen einer Serie nicht gleich ist, besteht die Be- 
ziehung: 

wenn p, die Serien wahr sdieinliehkeit, Vf die Zahl der Versuche in 
jeder Serie und s die Serienzahl bedeutet. Diese Gleichung kann 
man auch unter Benützung der wahrscheinlichsten Werte der Wahr- 
scheinlichkeit ausdrücken, wie folgt: 
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Vi. 



oder endlich wenn v^ in tdlen Serien gegen n klein bleibt, 

Wenn die v, sämtlicli gleich sind, geht diese Gleichung wieder in die 
Gleichung ü über. 

Beweis. Für die Wahrscheinlichkeit in der ersten Serie folgt 
ideell - — _ ., = ~ oder pq = »iCPi — w)' und hieraus allgemein 

i)g-«^(jj,-w)». 
Wenn in der letzten Gleichung fSr t = 1, 2, • • ■ s eingesetzt und sum- 
miert wird, erhält man spq = \y^{p^ — w)"]. 

Um in der letzten Gleichung för tc den Wert p zu erhalten, sub- 
stituiert man nach bekanntem Vorgange für p^ — w ^p^—p -^ p — w. 

Quadriert man diese Gleichungen beiderseits, multipliziert mit Vf, 
bildet die sämtlichen möglichen Gleichungen fOr t = 1, 2, • ■ • 5 und 
summiert über alle i, dann erhält man einerseits 

hta - »)T - [».(p, -p)'\ + (p - »)■[»,]■ 

Multipliziert man dieselbe Gleichung unmittelbar mit v^, bildet 
die aüntlichen möglichen Gleichungen durch Substitutionvont= 1,2, ■••$, 
summiert sodann über alle i und quadriert, erlüllt man andererseits 

h'(i,,-«.)i- (2, -»)'[.]'. 

Aus dem Vei^eiche der beiden letzten Beziehungen folgt sodann 

K(p,-»)1 - [»,(fi.-j,)T + h'tft--" , (V) 

oder wenn man im zweiten Gliede auf der rechten Seite der Glei- 
chung kurzer Hand für v ip einsetzt, 

hO,-»)1-[.,0,-j,)>(i + i)]. 

4. Wenn die Größe der beobachteten Fehler der Größe der nach 
dem BemouiUischen Theorem erwarteten Fehler gleichkommt, pflegt 
man die statistische Erscheinung ak von normaler Dispersion zu be- 
zeichnen. Sind die Beobachtungsfehler größer, wie bei der normalen 
Prazüion, demnach die auf Grund derselben berechneten Fräzisionsmaß- 
zahlen kleiner, als die nach dem BemouiUischen Satze berechneten, dann 
spricht man von hypemormaler, im Gegenfalle von subnormaler Prä- 
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Es besteht demnacli für die 
normale Dispersion: 

hypemonnale Dispersion: 

subnormale Dispersion: 

bezw. für die Beobacbtungsreihen mit migleicher Anzahl der Einzel- 
beobachtungen: 



Vui + ^)iP,-py\^^^^' 



1 nun das Produkt der Ausdrücke anf der linken Seite 



physikalische, das Produkt der rechten Seite mit demselben Faktor 
die tkeoreüscM oder kombinatorische Pmzisiouamaßzahl, dann besteht 
der Satz: Für d^ FaU normeder Dispersion sind die phystkaiist^ und 
hon^natorische PräzisionsmaßzafU gleich; für den F(dl übemormaler 
Diversion ist die erstere kleiner, für den FaU untemomuüer Dtsper- 
sion größer als die letztere {Kriteriam von Lexis). 

Es ist üblich geworden, nicht den Vergleich zwischen den obigen 
Quadratwurzelwerten zu ziehen, sondern unmittelbar den Wert des 

Verhältnisses l/rvj(l +-)(jJ — J";)'] '• s : Ypq zu untersuchen. Man 
nennt das Verhältnis nach Dormoy den Divei^enzkoeffizienten. Im 
Falle der Divergenzkoeffizient 1 ist, wird man der Erscheinung eine 
normale, falls er kleiner als 1 ist, eine subnormale, im öegenfalle eine 
Qbemormale Dispersion zuschreiben. 

% 33. Die Ab&uderimg des Bemouilllsohen Theorems 
bei StSmng der Ornndbedlugimgen fBr die reine Wahr- 
BOheinliohkelt. Die Voraussetzungen für das Bemouillische Theorem 
werden irritiert durch die Störung der 

a) Chancengleichheit. Das Bemouillische Theorem gilt auch für 
wahrscheinliche Erscheinungen, bei welchen die Chance für den MntriU 
des Ereignisses bei den einseinen Versuchsfällen verschieden ist. Man 
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nennt ein Ereignis, bei welchem die ^nxdtien mögliehen Erg^misse 
verschiedeneii WahrBcbeinlichkeiten unterliegen, die Wahrscheinlich- 
keit des Durchschnittes in der Gesamtheit der möglichen Ergebnisse 
jedoch Tou einem Yersnch zum andern unrernndert bleibt, ein solches 
von konstantem Mittelwert (nach Bortkiewicz von konstant zu- 
sammengesetzter Burchschnittswahrscheinhchkeit). Das Schema eines 
solchen wird durch die Mischung von Kugeln schwarzer und weißer 
Farbe in einem TJmenkomplez dargestellt, sofern {>, Urnen diese 
Mischung im YerhltltDisse ;>i9,, q^ Urnen im YerhiUtnisse p^q^, all- 
gemein p, Urnen im Verhätnisse p^g^ aufweisen und die bei jedem 
Versuche gezogene Kugel in derselben Urne reponiert wird. 

Bezeichnet man sodann unter Ci : (ci + d + - - + 9,J ~ Ttu dann 
ist die beliebige Wahrscheinlichkeit eines 0- fachen Versuches im 
obigen Beispiele eines der Glieder der 0-ten Potenz des nachstehen- 
den Polynoms: 

ÄiCPl + 2l) + *«(P, + ft) + ■ ■ ■ + *„ (Pn + «J = XlP. + ÄjA + ■ ■ ■ + 

+ *A + ^Si + ^»Ss, + ■ ■ ■ K% = -P + e. 

Hierin bedeutet P die WahrscheinUchkeit überhaupt eine weiße, Q 
die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Kugel zu ziehen. Die Wahr- 
scheinlichkeit, daS T weiße Kugeln unter a Versuchen erscheinen, ist 
demnach 

somit gleich der Wahrscheinlichkeit eines wiederholten Versuches fllr 
eine einfache Wahrscheinlichkeit. 

Trotzdem bleibt die Tatsache der Mischung nicht ohne Einfluß 
auf die Streuung. Es läßt sich nämlich nachweisen, daß der reziproke 
Wert der Präzisionsmaßzahl des konstanten Mittelwertes jenes Mittel 
der reziproken Werte der Präzisionsmaßzahlen in den mÖgUchen 
Einzelergebnissen übersteigt, welches man erhalt, wenn man mit jeder 
Urne dieselbe Zahl von Versuchen macht, ja sogar größer sein kann, 
als der größte unter den reziproken Werten der PräzisionsmaBzahlen 
der Einzelergebnisse. 

Wenn man nämUch auf der rechten Seite der Gleichung 

FQ = (Ä,j>, -I- iji», -1- ■ ■ ■ -H Ä^„)(l - ft.Pi - f,p, fc,p„) 

für Äj' =- Äj(l — Ä, — fc| ft,_, — ÄJj^, ... _ ij setzt, so verwandelt 

sich dieselbe in 

Pfi -i,p,(l-ft) + i,ft(l -f.) + .. . + 1.5.(1 -p.) + 

+ KhiPi —vi)' + Wsx -lil'^ — 
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und es folgt sofort 

Weil mm das Mittel der Quadrate immer größer ist, als das Quadrat 
des mittleren Wertes, so folgt zunächst 



i'«> Ä VftCi -ft) + hVp,a -P.) + --- + KVpä^ -kJ) 

und daraus endlich 

Vf>*PQ>KV*«Pxii-pd + ktymp,(i-p,)+-+KVm„0- -Pj, (VI) 

worin m die ATianhl der GesamtverBuche bezeichnet. (Goumot, Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung § 77). 

b) Konsiam. Wenn sich die Eonstanz der Wahrscheinlichkeiten 
in den YerBuchen ändert, entsteht immer übemormale Dispersion. Es 
bezeichne j>, die Wahrscheinlichkeit, welche rn^ Versuchen, p, die 
Wahrscheinlichkeit, welche fMj Versuchen, allgemein p, die Wahrschein- 
lichkeit, welche rn^ Versuchen zugrunde liegt; es werden je r Versuche 
zur Eonstatienmg einer Serienwahrscheinlichkeit verwendet und man 
erhalte hierbei PinPn, ■ ■ • i»,„^, als Werte fSr pi', Ptu Ptty ' ' 'Ptn, ^^ 
Werte för j>| ■ ■ ., allgemeia 2>ji>J'(j» ■ ■ Pj«, *ls Werte für p^■, es be- 
zeichne endlich p die DurchschnittswahrBcheinlichkeit der Ereignisse 
für aUe Versuche, so daß j) „ ft«. +P.".^+--- + P..». ^ ao läßt sich 

leicht nachweisen, daß das doppelte Mittel der Fehlerquadrate immer 
größer ist, als das Quadrat des reziproken Wertes der Präzisionsmaß- 
zahl, daß also immer fibemormale Dispersion stattfindet. 

Beweis. Die Summe S der Quadrate der Abweichungen jeder 
beobachteten Wahrscheinlichkeit von dem gemeinsamen Mittelwerte p 
ist [Oi,-i))'] + [(p,i-i>)'j + -- • + [(>„,-?)*]. Hierbei ist in 
den Summen für i der Reihe nach 1, 2, . . . w^; 1, 2, ... «,; 1, 2,... «, 
einzusetzen. Transformiert man nun allgemein 

{jPfi-py in Ojj ~pf+pQ - pY={^^i~p^y + 

+ Kp,-p)i.p^i-p,) + Op - p)% 

so erhält man 

Kl»,, - p)"] - [(?,,- !>,)■] + 2(p, -p)\ii;, - P,)] + «,(P, -ri' 

oder weil 

[(?,,-V'J _Ml ^d [(j,,,-p,)-\-o 



\<J>„-p)']-'^ + o,(p,-p)'. 
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Die Samme der Quadrate der Abweiclumgen wird Bodaim: 

+ • • • + »«(Pb — j>)*- 

Auch hier kann man auf jeden der Werte PfQ^ die leicht beweiHbare 
TraMformation piq, =pq + (Pt — p)(q ~p) — (p, — p)' anwenden und 
erlült 
r^ pq£n. y j 

^ - — ^ +k(a -py + »i(pi -py+ ■•• + «„o« -py]-r 

oder 

^ pg ^K(?.-J')' + *s(ft-f)*+--- + ««(P.-P)'J ^vili) 

Xm^" r ■•" inj 

Das Znsatzglied auf der rechten Seite der Gleichung ist stets positiv 
und von Null verschieden, wenn»->l. Es folgt demnach -^ ->— ■ 

Unabhängigkeit. Auch der Mangel der Abhängigkeit bringt 
übemormale Dispersion herror, es sei denn, daß die Abhängigkeit in 
einem bewuSten Zwai^e nach einem bestimmten Endresultate be- 
steht. Man kann den Beweis für diesee Theorem in ganz ähnlicher 
Weise, wie für deoi Fall der Störung der reinen Wahrscheinlichkeit 
durch den Mangel der Konstanz erbrii^;en. Die Veränderiiehkeit mit 
der Zeit ist ja selbst nichts anderes, als Störung der Unablü^ngigkeit 
dnrch die Einflttßnahne der Zeit. Zum Beweise denke man sich ein 
ümenschema, in welchem (f^ Urnen unter p das MischungsverMltnis 
Pi^i der schwarzen Kugeln zu den weißen, p, Urnen das Mischungs- 
verhältnis j)j9}, allgemein p, Urnen das MischungsverMltnis p^q, be- 
sitzen. Auf den Urnen mit dem Mischungsverhältnis Piq^ sei die 
Zahl mj, auf den Urnen mit dem Mischungsverhältnis p^g^ die Zahl 
m, usf. angeschrieben. Man nehme an, daß man willkürlich zunächst 
eine Urne withle, jedoch bei der Wahl derselben das r fache der darauf 
ai^^chriebeuen Zahl von Zügen mache, und daß j>,„ j>,j . . -Pi^ die 
Wahrscheinlichkeitswerte in je r Zügen bei den Versuchen über j)^; 
Pn> Pn ■ ■ ■ i'sm, ^^^ Wahrscheinlichkeitswerte in je r Zügen bei den 
Versuchen über pf bezeichnen usf. 

Es ist dann wieder die Quadratsumme der Fehlerqnadraie 

^-7Kj>„-i')*H-7[(Pt,-p)']+---7[(p.,-i')'l, 

woraus sich nach schon bekannten Transformationen ei^bt 

DigitizcdoyGOOglc 



- + [7*.(ft-p)' + ■ ■ ■ +Y "•■(«'■ --P)'. 
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C. , , P, 

^^ — »KJ»! 9i H -h — »",j*,g, ^^ ^ 

^ -- ^ ; — ■ + j«k(Pi-py+-+j^'-(pn-p)' 

ferner _ 

■^ -T+ -sfiir ["■»•'ta -!')■+••■ + •/•'^(p- -p)'} (VII.) 

oder endlioli ' -S ^ Pg 

£ Vi ' 

§ 34. Die MetliodeiL zur thierprttfimg der Identit&t von 
statlstlaolieii und mathematlaolieii Wahrsohelnllohkelteu. 

Man kennt verechiedene Methoden« die Existenz von Watrsclieuilich- 
keiten in der Praxis nachznweiBen. Dieselben gehen sämtlicli darauf 
hinaus, aus den AWeichui^en einer Serie von Beobachtungen ttber 
die nach der Wahrscheinliebkeitslefare zu erwartend»! Werte zu 
prüfen, ob diese Abweichungen mit den nach dem BemoniUischen 
Satze zu erwartenden Abweichungen übereinstimmen oder ob sie 
größer oder kleiner als die letzteren sind; das ist zu prOfen, ob 
normale, hypemormale oder subnormale Präzision vorhanden ist. 

äemäß den roransgehenden Erörterungen wird eine solche 
Ubereinstinunong aUerdiugs nur die Existenz von Konstanz nud 
UnabMngigkeit beweisen, während über die Gleichheit der Chance 
gesonderte Versuche anzustellen sein werden. 

Die Versuche, ob die Abweichungen sich nach dem Bemouilli- 
schen Satze Tollziehen, sind zumeist außerordentlich mÜheToll, und 
es wird sieh daher empfehlen, vor Durchführung derselben jeweilig 
eine kurze Yoruntersachung anzustellen, aus welcher man über die 
Möglichkeit einer Wahrscheinlichkeit im allgemeinen orientiert ist 
Eiae solche kann in verschiedener Art erfolgen. Entweder bann 
hierzu die Beantwortung der Frage benützt werden, ob die Beob- 
achtungsfehler uuüihemd zur Hälfte unter den wahrscheinlichen 
Fehlem 0,477y2tw,(l —w,) liegen, wobei l^ die Zahl der Beob- 
achtungen des Versuches im Werte x der Veränderlichen und «j, die 
Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses ist; oder auch 
die Beantwortung der Frage, ob die Größenordnung der Beobachtungs- 
fehler mit der Größenordnung der theoretischen Fehler übereinstimmt. 

Beispielsweise ist während der Jahre 1860 — 1879 über die An- 
zahl der Geburten in Dänemark beobachtet worden: 
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1860 


3,89 


1861 


3,29 


1862 


3,21 


ises 


3,23 


18W 


3,14 


186Ö 


a,25 


1866 


8,33 


1867 


8,1B 



rs^ 


l$ia 


In °/o A 


0,16 


1870 


3,16 


0,06 


1871 


8,11 


0,02 


1878 


8,18 


0,00 


1873 


3,17 


0,09 


1874 


3.18 


0,02 


1876 


3,28 


0,10 


1876 


3,86 


0,07 


1877 


8,82 


0,01 . 


1878 


8,26 


0,18 


1879 


3,29 



vom Uittel 

— 0,08 

— 0,12 

— 0,10 

— 0,06 

— 0,06 
+ 0,06 
-i-0,18 



Hierbei betrug die mittlere Zahl der Gebarten 57 583 und die 
mittlere Prozentzabl der Geburten 3,237o- Der mittlere Fehler in der 

Geburtenzahl belauft sich anfT^^T583 oder-^)^ % = 0,0197„: 
y57583 '" ' "" 

der wahrBcheiulicbe Fehler auf 0,477 des mittleren Fehlers, d. i. auf 
0,009% der mittleren BeTöLkerungezabl. Wäre die Wahrecheinlichkeit 
einer Geburt einer mathematischen Wahrscheinlichkeit vergleichbar, 
dann müßte die Hälfte der Beobachtungen mit kleineren Abweichungen 
TOm Mittel als 0,01 7o behaftet sein, und es wäre 1 gegen 20000 zu 
wetten, daß keine der beobachteten Prozentzahlen größer oder kleiner 
als 3,29 und 3,17% ist. Letzteres findet aber siebenmal statt. Es 
wird demnach die Üntersuchui^ anf Wahrscheinlichkeiten im Tor- 
li^enden Falle von vornherein unterlassen werden können. 

Haben derartige Yonmtersuchungen günstige Resultate ergeben, 
dann kann man sich zur Überprüfung des Gesetzes der Beobachtungs- 
febler der nachstehenden drei Methoden bedienen: 

1. Für den Fall, daß eine große Anzahl von Serien mit an- 
nähernd gleich vielen Ei^bnissen vorli^, können die Abweichungen 
zwischen der theoretischen und der beobachteten Zahl der Ergebnisse 
mit den nach dem Bemouillischen Satze zu erwartenden Abweichungen 
unmittelbar verfolgt werden. 

Beispielsweise wurden nach Westei^aard (Gmndzüge der Theorie 
der Statistik) im Zeitraum 1865 — 1884 in Dänemark Verstorbene 
der weiblichen Landbevölkerung beobachtet bezw. berechnet: 



lila 




bereohnet 


AbveiolinDg 


Jshi 




bsnchuet 


1866 


16 286 


16 377 


+ 112 


1876 


14 311 


14 481 


1866 


14 216 


1*090 


-126 


187Ü 


13 670 


13 766 


1867 


13 663 


13 542 


— 21 


1877 


13 266 


18 244 


1868 


13111 


13 076 


— 36 


1878 


13 237 


13 135 


1869 


13 612 


13 321 


-191 


1879 


18 738 


13 788 


1870 


13 267 


13 276 


+ 9 


1880 


14 404 


14 441 


1871 


18 336 


13 266 


— 69 


1881 


IS 068 


13 272 


1872 


12 627 


12 614 


— 68 


1882 


13 778 


13 666 


1373 


18 086 


J2 918 


— 167 


1883 


13 362 


13 324 


1874 


13 643 


13 873 


+ 230 


1884 
Summe 


12 869 
271 824 


12 878 
271297 
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Die Anzahl der positiven Abweichnsgeo ist 9, die der negativen 
11. y2npq ist im Mittel annähenrngsweise 7/27129,7 — 164,7. Nach 
der Tabelle im Anhange LI besteht 
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TeMTO 
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F.M« 


Fehlen 


ö,l 


14,8 


a 


0,1 


0,6 


97,8 


11 


0,66 


0,2 


29,8 


4 


0,2 


0,7 


120,5 


14 


0,7 


0,3 


U,i 


7 


0,86 


0,8 


149,2 


15 


0,76 


0,4 


80,9 


9 


0,46 


0,9 


191,5 


18 


0,9 


0,6 


78,6 


H 


0,56 


1,— 


« 


20 


1,— 



Im Falle sich die Beobachtungszahlen der Serien wesentlich iinter- 
Bcheiden, müssen dieselben auf gleiche Genauigkeit reduziert werden. Dies 
kann dnrch Division mit irgend einem Vielfachen der Quadratwurzel aus 
der Beobachtungazahl oder jeweiligen wahrscheinlichen Ereigniszahl, 
etwa dem diesem entsprechenden mittleren Beobaehtnngsfehler geschehen. 
Bezeichnet man mit l^ die Zahl der Beobachtungen in der Serie x, mit w die 
allen Serien gemeinsame Wahrscheinlichkeit, sohin mit yi^w^l — w) 
oder in erster Nähen^l^f mit Y2lgW = V^t^ den mittleren Fehler, end- 
lich mit c, den Beobachtungsfehler, dann werden die Werte - 
Gaußsche Gesetz befolgen mfissen. 



.. das 

Die Häufigkeit des Fehlers £, 



wird durch -^ e~* \y»'x/ 

]/» 

Spezialwert von - ,— zwischen Ä ,_ . und - 



^ 



und die Wahrscheinlichkeit, daß ein 



- h — ^^ licirt, durch das 



Integral - 



e dt gegeben sein. Den Wert von h kann 



»Vlfl 



Kf] 



Als Beispiel sollen die Beobachtungen der 20 englischen Gesell- 
schaften für Männer E" zum Alter 65 über die Sterblichkeit in den 
verschiedenen Yersicherungsdauem 3, 4, 5, 6 ... 29 dienen. Man er- 
hält, wenn bei der Bestimmung der Präzision in erster Näherung fllr 
t die Werte von t eingesetzt werden: 
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0,51 
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17,0 




4,8 




(t,«4 


27 


232,— 10 


10,6 




0,6 




0,18 
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2,6 




0,61 
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196,6 


U 


9,0 
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1,» 
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0,36 



A hat den Wert ]/^ 



1,02>) 

Das Maß der Übereinstiimnuiig ei^ibt sich aus der nachfolgen- 
den Tabelle über die beobachteten und berechneten Fehlergrößen. 
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0,96 
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0,80 
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0,852 
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0,34 
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0,889 


1,15 


1,13 




0,107 


0,28 


0,88 
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0,926 


1,17 


1,87 




0,446 


0,88 


0,42 


26 


0,964 


1,42 


1,49 




0,483 


0,88 


0,46 


27 


1,000 


1.68 






0,619 


0,62 


0,60 











2. Ein anderes Mittel zur Überprüfung Ton Beobachtungen mit 
aouähemd gleidier Beobachtnngszahl bildet das sogenannte Quadrat- 



1) Bei Berücksichtigang genaaer t Werte wird A — l/_ 

1/S 



beobachteten h 



. werden unwesentlich verändert. 
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wnrzelgesetz. Wenn die Zahl der Beobachtimgeit flb«r eine Wahrachein- 
lichkeit p die Qröße n^ ist, dann beläuft Bich der zur Wahrscheinlichkeit 



7 % fe-'^dt 



TF — — = le dt gflhSrende Fehler /", auf yY^n^pq; wenn man die 

Zahl der Beobachtungen in «, Terändert, dann beläuft a ich de r zur 
Beiben Wahrscheinlichkeit gehörende Fehler f^ auf yY2n^pq. Es 
besteht demnach fi'-fi = Yn^ : Vn^- Die zur s(^hen Wdhrsckemlich&eit 
aber cerachiedene» Bet^ektangseahien gehörige» Fehler verhalten sich 
wie die Quadraiuntreeln aus den Beobaehtungsec^en. Als Beispiel kann 
man sich der Beobachtui^Breihen auf S. 137 bedien^L Die dort an- 
gefmirten Beobachtungen verteilen sich anf 30 Serien uimhemd 
gleicher Beobachtnngszahl. Durch Vereinigung von' je 2 Naehbaiv 
werten erhält man 10 Serien mit doppelter, durch Vereinigung von je 
4 Nachbarwerten & Serien mit vierfacher BeobachtungszahL Die zu- 
gehörigen Fehler sind der nachfolgenden Tabelle zu entnehmen. 

Beotaihig il>™'=l>img B/obuli'to.g Al>™*™g Biwhtog Ab»™!"»« 



1866/1866 


— 18 


1676/1876 


+ 347 


886/1868 


— 


18ST/1868 


— 67 


1877/1878 


— 128 


869/1878 




1669/1670 


— 182 


1879/1880 


+ 67 


673/1876 


+ 


1671/1872 


— 122 


1681/1882 


4-102 


677/1880 




1873/1874 


+ 6S 


I88S/1881 


— 29 


881/1684 


+ 



Aus der Tabelle auf S. 137 und der soeben entwickelten Tabelle 
läßt sich die folgende Übereicht über die zu den einzelnen Wahr- 
scheinlichkeiten gehörigen Fehler konstruieren: 



PehlerwahrBchein- 




lichkeit 


20 10 






0,1 


9 18 


0,8 


21 29 


0,« 


87 67 



Um eine Vorstellung davon zu erbeten, in welchem Größenver- 
hältnisse die Fehler der 3 Serien zu einander stehen, kann man 
eventuell die Mittel der Fehler bilden. Sie ergeben sich mit 93, 
102,5, 168,6. Es beträgt aber 92 X V'S = 130 und 92 X V'4 = 184. 

Sei Beniäeung des Quadratvmreelgesetzes kann man die Tafel der 
Krampschen Integrale entbehren. 
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3. At" hS^ufigsten bedient man sich jedoch bei den üutersaehangeu 
der MMsenerscheinnngen des Yeigleiches der kombinatorischeii und phy- 
sikalischen Priaisionsmaßzahlen. Im nachfolgenden sollen drei Beispiele 
nnd zwar zwei för den Fall konstanter and eines ffir den Fall einer 
nnr^^bnäßigen Beobachttmgsmenge in den Serien dnrchgefOhrt werden. 

Die imKönigreichSachsenwährendderPeriode 1891 — 1900 beobach- 
teten CreschlechtsTerhältnisse der Geborenen ei^ben die folgenden Werte 
färdieFehler nnd dieHilfsgroBen ZOT Berechnung detPräzisionsmaßzahlen: 

10' 10" 

raiohimg gegflo Qnftdz«t dar 

■U> HUtel AbveleboDg 

— 19 SiOl 
131 17161 

— 50 2600 

— 227 616S9 

— 49 2401 
38 1444 
30 400 





n.»nnUQ^ 


imgllu«. 


m&iuiUcben Osbnit 


1891 


76 680 


147 480 


0,61214 


1892 


7B261 


142 527 


0.51894 


189S 


74 863 


146 158 


0,61218 


1894 


74 339 


146 661 


0,61086 


1696 


74 864 


14S 160 


0,61214 


1896 


T8 090 


163 217 


0,51301 


1897 


78 801 


163 663 


0,61288 


1898 


80 840 


166 962 


0,61186 


1899 


81832 


168 679 


0,61290 


1900 


81638 


168 663 


0,51487 



^773 628 1507970 



Dtuohachnltt 

Die kombinatorische Piäzieionsmaßzahl jeder Serie ist 

?! . _ RiQ f). 

' 2 - 0,61263 ■ 0,48737 "'^»"i 

die physikalische Präzisionsmaßsahl 



Vr 



Vr. 



= 577,7, 



2-0,0000184825 
der Divergenzkoeffizient demnach 0,904. 

Ans den Beobachtungen über versicherte englische Leben während 
der Jahre 1863 — 1893, Ablebensrersicherungen mit Gewinn, Männer 
55 Jahre, ergibt eich, falle die Serien aue den Beobachtnngsjahren 
(Vertragsdauem) entwickelt sind: 

10' 10" 

Abwelclmiig gagen Qunclnt der 



16 384 
16 376 
47 961 
1444 

184 041 
96 721 
114 921 
30164 
1849 
729 



Ul« 




T™(o.b,M 


UchkBit 


60 


8406 


67 


0,01968 


49 


8266 


72 


0,02211 


48 


3314 


70 


0,03112 


47 


8440 


66 


0,01919 


46 


8485 


67 


0,01928 


46 


8774 


69 


0,01828 


44 


3640 


76 


0,02086 


43 


3636 


90 


0,02476 


42 


8744 


66 


0,01736 


41 


3772 


90 


0,02386 


40 


8937 


76 


0,01906 


39 


3792 


76 


0,02004 




3520 


73 


0,03074 
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Die kombinatoriBcIifl PrÖzisioimmaßzahl jeder Serie ist 299,4, die 
phyBikalische PräzisioninaBzalil jedoch 334,2, derDiTergmzkoeffizient 0,9. 

Bei Herleitong des letzteren Sir BeobachttmgsreLhen Terschiedener 
BeobachtiuigszableQ kann man eich in enter Näbaraug mit Vorteil 
der Formel 

bedienen, welche mit 



identisch ist, sofern If und tf die BeobachtongS' und Ereigniszahlen 
der i*™ Serie sind und h die Zahl der Serien bedeutet. 

Im nitdifolgenden wird der Divergenzkoeffizient ffir die Beob- 
achtung der Sterbenswahrscheinlichkeit dee 35. Altersjahres nach der 
Tafel der 20 englischen Geeellschaften, Männer, mit AuslaBeung der 
ersten fElnf Yertr^^jahre, entwickelt, wenn die Serien wieder nach 
Vertr^sdauem gebildet sind. 















Lebende 


rote 


■iibelnllolikalt 


U' 


danec 


»< 


ti 


h. 


h 


6 


15166 


127 


0,00821 


1,01267 


6 


11131 


116 


0,00621 


0,95236 


7 


12 941 


98 


0,00719 


0,66867 


8 


11 6U 


92 


0,00779 


0,71668 


9 


10 722 


88 


0,00774 


0,64212 


10 


9 486 


80 


0,00818 


0,67810 


11 


7602 


67 


0,00760 


0,48820 


12 


6 893 


18 


0,00816 


0,39120 


18 


18U 


34 


0,00788 


0,26792 


1( 


8178 


34 


0,01072 


0,36118 


16 


1696 


10 


0,00627 


0,06270 


16 


981 


10 


0,01071 


0,10740 


17 


637 


6 


0,01117 


0,06702 


18 


839 


10 


0,02960 


0,29600 


19 


226 


2 


0,00886 


0,01770 


20 


120 








Sl 


71 








22 


87 








2S 


21 








M 


11 








35 


9 








26 


6 








27 


5 








28 


6 








29 


— 


— 


— 


— 


24 


99 808 


S02 




6,70782 
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Hieraus folgt [tj> - 643 204; [Q' : [ij - 6,47686 und für 

Ä([f]-D -».«'«. 

Trährend pq — 0,00807 X 0,99193 — 0,00800 ist. Der Divergenz- 
koeffizient ist schließlich 1,091. 

Zusatz. Die Formel des DlTergenzkoef&zieuten kann unmittel- 
bar nicht verwendet werden, wenn nicht die reinen Wahrschein- 
lichkeiten p, sondern Funktionen soldier beobachtet Bind. Beha& 
Transformation derselben macht mau von der f^ eine beliebige Funk- 
tion f und kleine Fehler giltigen Formel 

f{ti-f{t + ip,-t))-f(p) + {p,-v)^^, 

hezw, Ton der Folgerung 

[0-W-/'(P))')-(^')'[(p,-!>)'] 

Glebrauch. Aus ihr ergibt sich nach Formel V^ auf Seite 132 

dp Y [(/•«)() - m)^ Y jjg 
Die letztere Formel hat Leids zur Berechnung der Fräzisious- 
maBzahlen für das GeschlechtsTerhältnis der Geborenen, das ist das 
Verhältnis der männlichen zu den weiblichen Geburten, verwendet. 
Bezeichnet man unter p die Wahrscheinlichkeit einer Enabengeburt, 
unter 1 — ß die einer ÜU^dchengeburt, dann ist /"(p) = ^ ■ — g und 
äf(p) ^ 



dp (1 -pY 



Man hat demnach zu vergleidien 



(1 -pY Y [iSi 



VwF^-^- C^) 



§ 3S. DftB Torhandenseln alnar normalen Dispersion. 

1. Gemäß den bisherigen Untersuchungen haben nachstehende 
statistische Wahrscheinlichkeiten einen Divergenzkoeffizienten, welcher 
nahe an 1 li^;t: 

a) Das GeschlechtsTerhältnis der Geborenen. DieBbezÜgUch wurden 
eingehende Untersuchungen von Lexia an preußischem, englischem und 
französischem Materiale; femer von Czaber an Lebendgeborenen ehe- 
lichen und ebensolchen unehelichen, an Totgeborraien ehelichen und 
ebensolchen unehehchen Geburten in Osterreich angestellt. (Lexis 
„Das GeBchlechtBTerhältuis der Geborenen und die Wahrscheinlich- 
keitsrechnni^'; femer „Die Theorie der Massenerscheinnngen". Czuber- 
„WabrBcheinlichkeitsrechnung".) 
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b) Das GeBclilechtsTerhältnis der Gsstorbenen in den ersten Alters- 
klassen. Solche üntersachaugeQ wurden Ton Lerxis und Kanunann an- 
gestellt und vom letzteren auch auf das GescblechtsTerhältnis der 
Überlebenden ausgedehnt. 

c) Die SterblichkeitsTerlmltnisee ans der allgemeinen Bevölkerung 
mit Ausschluß ieir ersten und mittleren EündeijaLre. Derartige Ünter- 
snehnngen wurden von Peek betreffend die männliche Bevölkerung 
der Xiedeilande in den Jahren 1880 — 1889 unternommen. 

d) Die Sterblichkeitsverhältnisse an Versicherten. Diesbezüglich sind 
Beobachtungen einerseits nach Ealenderjahren der Beobachtung, anderer- 
seits nachVertragsdauem angestelltworden. (Bohlmann„tTber angewandte 
Mathematik usw.", Leipzig 1900; vom Verfasser ,^ie Anwendbarkeit 
der Wahrscheinlichkeitalehre im Versicherm^sweBen usw.", Wien 1901). 
Unter der Leitung des Ver&ssers haben die Hörer des Versicherungskurses 
derWieDertechuischenHochBchule vom Jahre 1 901/1902 TJntersuchimgen 
überdenDivergenzkoeffizienten an derTabellefl* angestellt und gefanden: 



achtangs- 
alter 


wd-«- 


26 


0,00688 


30 


0,00338 


B6 


0,00800 


40 


0,00846 


46 


0,01062 


60 


0,01577 


65 


'J,O2096 


60 


0,01962 


65 


0,O3S42 



f]-fl 


Divergenz- 


koeffizient 


0,00241 


0,67 


0,00688 


1,43 


0,00962 


1,09 


0,00888 


1,04 


0,02107 


1,41 


0,01484 


0,96 


0,02405 


1,07 


0,02708 


1,17 



70 0,06838 0,06619 0,91 

e) Die Invaliditätsverhältnisse der Alter zvrischen dem 30. und 
55. Altersjahre. Auch diesbezüglich stammen die folgenden Resultate 
aus Hörerkreiaen des Versicherungskurses der Wiener technischen 
Hochschule vom Jahre 1901/1902. 
ZimmemuuiiiB Statistik über die Eieenbahnbeamten während der JalirelS77— 1889. 
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Eaana Statistik der Bmdetladen während der Jahre 18S6— 1895. 



1 


7 


116, Ei. 

1 
a 


mleln a. 


ud. Uloen 

1=1 
1' 


Ü»B 


i 


1 


Hftttflrtut 


lob 

1 , 


i 


36 
30 
85 
40 
46 
GO 
65 
60 
65 


18083 
17115 
14468,5 
11760 
9760,6 
7891,6 
1418,6 
2123,6 
882,6 


17 

38 
73 
108 
198 
331 
378 
2S8 
168 


0,00093 
0,00222 
0,00502 
0,00901 
0,01977 
0,04277 
0,07514 
0,12067 
0,16116 


0,00086 
0,00272 
0,01066 
0,00862 
0,03579 
0,16426 
0,14016 
0,12041 
0,37079 


0,96 
1,10 
1,45 
0,97 
1,36 
1,96 
1,37 
1,00 
1,30 


20578 

18586 
12896 
7030 


42 

78 
166 
363 


0,00204 
0,00418 
0,01263 
0,04769 


0,00686 
0,01444 
0,01486 
0,13360 


1,8616 
1,8686 
1,8462 
1,6737 



Analoge Ei^ebnisse hat das Studium der Selbstmordstatistik 
(Harald Weatergaards diesbezügliche Untersuchnngeii über die Selbst- 
morde in Dänemark, Bedien, Italien, reröffentliclit in seiner Theorie 
der Statistik 1890) und der Kriminalstatistik (desselben Untersuchungen 
Ober die wegen Diebstahls vemrteilteii Frauen) gezeitigt. 

3. Von allen angeführten fällen wird man innerhalb jener 
Qrenzen, in welchen die Divei^nzkoefSzienten nahe an 1 liegen, an- 
nehmen können, daß Konstanz und TTnablüi^igkeit vorbanden sind, 
daß also Mittelwerte, wenn nicht reine Wahrscheinlichkeiten, vorliegen, 
und wird auf sie die wesentlichsten Sätze der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung anwenden können. In der InTalidifötsstatistik scheint der 
Gebrauch der Wahrscheinlichkeitssätze und zwar für Eisenbahnbeamte 
um das 65. Altersjahr; für die Bergarbeiter zwischen dem 50. und 
55. Altersjahre ungerechtfertigt Im privaten YersichemngsweBen 
werden demnach in der Regel auch nur die Wahrscheinlichkeiten bis 
zu den erahnten Ghrenzaltem angewendet und Versicherungskombina- 
tionen gewählt, bei welchen das Invaliditätsrisiko vorzeitig endet. Die 
Kapitalversicherung wird in der Regel unter Aufrechthaltung der 
Versicherung auch ohne Prämienzahlung im Invaliditätsfall für solche 
Versicherungaarten vereinbart, in welchen das Kapital spätestens mit 
dem 65. Altersjahr zur Auszahlung gelangt; die RentenTersicherung 
meistens derart, daß der Rentenbezug spätestens mit demselben Alters- 
jahre fällig wird. 

3. Im Falle Konstanz und Unahhängigkeit für sich allein oder beide 
Bedingungen der reinen Wahrscheinlichkeit zusammen nicht vorhanden 
sind, ist der mittlere Fehler E gemäß den Ableitungen auf S. 134 

Blaiohke, matheiutlHlie SUtiitlk. 10 
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bifl 136 dnreh R =~ y 1 * ', ' aufldrOckbar, woäu p 

die DurcliBcIuiittBwiilirBcheüüiclikeit oller Tersnche, p^ die Serienwahr- 
scheinlichkeit, ^^ die WabrBcheinlichkeit jeder Y^mchsserie, f», die 
Zahl des- VerHoche in jeder Serie zur Beobaditnng der p^ and r die 
Zahl der V«i8aehe in jedem Serietü&i zur Beobaditmig Ttmj}^ bedeutet 
Bade Stumnandeii der Quadratwuiz^ sind positiv. Der erstö^ wdcher 
mit M* bezeielmet wird, kommt dem mittlenai Fehler eines lein 
mhrsehanlieheD firögnissea mit der Wjüuscheinlichkeit p, q gleich, 
der letztere ^* resultiert aaa der Verletzung Ast Konstanz und UnaV 
lüngigkeit der Wahrscheinlichkeit Kach Laxis wird die wrtere die 
mwseset^idte, die letztere die ^^^Jcaliathe Schwanknogikomponente 
genaimt. Ans der Beziehung 

R - yu* + (t» 
folgt: 

a) Die Teilung des mittleren FeUerqnadrates in die anwesent- 
liche und physIkaÜBche Schwankungskomponente ist hei derselben 
VersachBreihe willkürlich and hSngt vor allem von der GrSße der 
Serienteile fBr p ^ ab. Je größer r ist, desto Ueiner wird die un- 
wesentiiehe Schwankungskomponente, desto m^ bewegt sich aber die 

[o.m.^p !»)•] 

phjsik&lische Schwankungskomponente dem Orenzwerte — - j. - ■- . . 

zn. Darin wird aadi eine ErUänmg für das Prandoxon gtfmdenf 
daß mit dar Größe der Serien einer SeobacMungsrePie die Größe der 
ünregdmäßigkeiten zmtimmt. In dem Falle, als k«ine Serienteile 
nnterschieden werden und alle n Serien niAezu (üe gläche Anzahl 
Ton Versucheai r zeigen, geht die Formel ftr den mittleren Fehler in 

über. 

Haben die Serien ungleiche Wahrscheinlichkeit tmd nseheint 
eine Tölung der Serien uutnslich, dann wird man in der letzten 
Formel flir n zweckmäßig die durchschnittliche Yersni^szahl ein- 
setzen. 

b) ünt«' den beiden Komponenten des mitÜeren F^erqnadrates 
ist 2^ TOn der Variation der WahrBcheinli<^keiten in den Serien 
Tollständig unabhängig und (i stets positiv. Der mittlere Fehler er- 
reidt somit ein Kfinimum, weom die physikalische Schwankungskom- 
poocmte Terwhwindet, d.h. warn ji^ » j^ ■>■--» j;^ -^ ji odw wem 
allen Versuchen ein konstiuiter und unabhängiger Wert zugrunde liegt. 
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AaB der Tatmche des Minimume folgt »ber aach, äaä der miilr 
lere Fehler unter den Wert der QUWMentliolien SchTankangskompo- 
nente nicht sinken kann, wu fllr aubnormale Erscheinungen erforder- 
lich -wir«. Solche Erscheinungen existieren daher überhaupt nicht 
oder können nur unter Vorauseetznngen (etwa unter der Einwirkung 
einer he wußten Kraft) zustande kommen, von welchen die Bedinong 
nicht au^png.*) Das Sinken des DiTergenzkoef&zienten anter 1 ist 
d^er in statistischen Uassenerscheinnngen, wenn nicht willkürlichen 
Eingriffen iu die Beobacbtungsreihe, nur Beohachtungsfehlern znzn- 
scbreihen. 

c) Die physikalische Schwanknngskomponente wird desto gröSer, 
je größer die Abweichni^en der Serienwabrscheinlichkeiten von der 
mittleren Wahrscheinlichkeit und die Zahl der Versuche in den 
Werten der größten Abweichung sind. Man kann auch Berechnungen 
über die Größe derselben unter gewissen Voraussetzungen anstellen. 
Würde beispielsweise angenommen, daß jede Serie gleich viele Ver- 
suche hat and die Beobachtnngeu in diesen lediglich in Rücksicht 
der Wahrscheinlichkeitawerte variieren, endlich, daß die Änderungen 
der letzteren sich nahezu in arithmetischer Progression vom mittlem 
Werte vollziehen, so zwar daß 

dann ist n bei großem r: — ^" ' - - ' oder wenn die größte Ab- 

nd »■('+^){' + l) 
weicbung vom Mittelwerte -r- = « gleichkommt: g 

oder nahezu -^. 

So betrug nach Czuber die Zahl der im 32 jährigen Zeiträume 1866 

1) Ee geschieht häufig genug, daß vor der MittelbUdong mebrerei Be- 
obbchtuugBwerte die Werte grOBten poutiven und negativen Ansschlagea vom 
Mittel eliminiert werden. Hierdnich wird der Mittelwert bei einigenuaBeQ großer 
Anzahl von Beobachtungen nicht irritiert. Dagegen wird die Streuung wesent- 
lich beeiufluBt, und es kann hierdurch bewirkt werden, daß eine hjpemormale 
DiBperaioit zur normalea und eine normale zur Bubnormalen Ditpersion umge- 
wandelt wird. 

L&Bt man beiepiehweise in der auf S. 141 gegebenen BeobachtimgBieihe 
übet die männlichen Geburtenzahlen Sachsens während der Jahre 1890 — 1900 
die Beobachtungen der Jahre 1864 und 1900 weg, dann verwandelt sich das 
arithmetiiche Uittel einer Knabengebnrt (von 0,61S6B) in 0,51261, der Divargenz- 
koeffizient (von 0,904} in 0,814. 
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bis 1897 in den im Reichsrate vertretenen Königreichen und Ländern 
lebend geborenen ehelichen Kinder und zwar der männlichen Ge- 
burten 12093236, der weibliehen Geburten 11395279 und die durch- 
schnittliche Zahl der Geburten 734016, femer die WahrBcheinlichkeit 
einer Knabengeburt 0,51486, endlich die '^^2fache kombinatorische Prä- 
zisionsmaBzahl der Bestimmung der letzteren 1212,2. 

Zur Bestimmung der physikalischen PräzieionsmaBzahl dienten 
die nachstehenden Beobachtungen bezw. Berechnungen: 



Beob- 




1866 


0,61637 


1867 


0,51662 


1868 


0,61601 


1869 


0,51576 


1870 


0,616U 


1871 


0,61566 


1872 


0,51591 


187S 


0,51664 


1814 


0,61611 


1876 


0,61397 


1876 


0,61503 


1877 


0,61488 


1878 


0,61398 


1878 


0,61445 


1880 


0,51479 


1881 


0,61469 


1882 


0,61523 





der 


Uclikelt einet 


AbTeichDng 




AbwBlchung ^ 


hlung 




&b»elchn 


22801 






Übertrag 


130207 


80976 


883 


0,61460 


— 36 


1296 


226 


884 


0,51378 


- 108 


11664 


7921 


885 


0,51439 


— 17 


2209 


784 


886 


0,51576 


89 


7921 


6241 


887 


0,61323 


— 163 


26569 


11664 


888 


0,51461 


- 26 


636 


4624 


889 


0,51105 


- 81 


6561 


15G26 


890 


0,51195 


9 


81 


7921 


891 


0,51173 


— 13 


169 


289 


892 


0,61678 


— 14 


196 


4 


893 


0,61662 


46 


6776 


7744 


894 


0,51456 




961 


1681 


896 


0,51409 


— 77 


5929 


49 


886 


0,51358 


— 128 


16384 


289 


897 


0,61373 


— 113 


12769 



Hieraus resultiert die V'^^^'^he physikalische Präzisionsmaßzahl mit 
822,14 und ein Divergenzkoeffizient von 1,47. Der Grund der Abweichung 
von der Einheit leuchtet beim Verfolgen der Zahlenreihe sofort ein. 
Die Geschlechtsverhältnisse unterlagen nämlich in dem beobaehteten 
Zeitraum einer stetigen Verminderung, welche von dem größten posi- 
tiven Fehler des Jahres 1867 mit ^^ auf den größten negativen Fehler 
im Jahre 1887 mit -^ri fiihrte. Die daraus berechnete physikalische 
Schwankungskomponente ist ,„ oder das 0,7096 fache der un- 

7S4016 ■ '"'"■"*- 

sichtigt man dieses letztere Ergebnis, dann resultiert ein wahrscheinlicher 
Wert für den Divergenzkoeffizienten von "j/l + 0,7096 = 1,37. 

d) Das LezisBche Kriterium verliert alle Brauchbarkeit für die 
Beurteäung der Konstanz oder Unabhängigkeit der Wahrscheinlich- 
keitswerte, wenn jede der beobachteten Wahrscheinlichkeiten sehr 
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klein ist. In solchem Falle gehört M zu Größen erster, n zu Größen 
zweiter Ordnung der Kleinheit nnd wird demnach B — Jlf . Bort- 
kdewicz hat den Fall kleiner Wahrscheinlichkeiten als G^esetz der 
kleinen Zahlen (besser Gesetz der kleinen Ereigniszahlen) benannt 
und gleichzeitig an einer größeren Anzahl Ton YersuchsfäUen erprobt 
Er fand bei der Untersuchung 

a) der Selbstmorde von Kindern für Preußen während der Jahre 
1869—1893 



~^ 








Mlltlenr Fehler nacb der 1 




Te 




*"• 


komb 


Mslhods tflr 


BnikoeMiient Kt 


KnalHD 


cheu 


So»». 


EuAben 


™- »....;^H ?£ »—• l'=— 


MM- a„„„. 


49 


11 


60 


1,40 


0,66 1,65 1 1,67 0,58 1,68 j 1,12 


0,88 0,99 



Die Ei^ebnisse der einzelnen Jahre weisen auch die nach dem 
Bernonillischen Satze zu erwartende Streuung auf. 

ß) der weiblichen Selbstmorde in 8 deutschen Staaten (Sdianm- 
burg-Lippe, Waldeck, Lübeck, ßeaßiLL., Lippe, Schwarzbuj^-ßudol- 
stadt, Mecklenbui^-Strelitz, Sonderehansen) während der Jahre 1881 
bis 1893, indem die Beobachtung der Resultate jedes Staates in jedem 
Jahre als Serienbeobachtung aufgefaßt wurde, als erwartnngsmäßige 
Dispersion 1,86, als physikalische Dispersion 2,15. 

y) der tödlidien Unfälle bei 1 1 Beruftgenossenschaften im 
deutsdien Reiche während der Jahre 1886 bis 1894, indem wieder 
die Beobachtung jedes Jahres in jeder Berufsgenossenschaft als Serien- 
beobachtung behandelt wnrde, fHr die erwartungsmäßige Dispersion 
2,09, für die physikalische Dispersion 2,15. 

b) der durch Hufschlag eines Pferdes im preußischen Heere Ge- 
töteten während der Jahre 1875 — 1894, die Beobachtung jedes Jahres 
nnd Armeekorps als Serie anfge&ßt, für die erwartungsmäßige Dis- 
persion 0,84, für die physikalische 0,85. 

% 36. D«r XTormalwert und das Oesete der Ab- 
w•ioh1lI^:eIl der extenelveii Mafizahlen. Beim Vei^leicbe der 
in den verschiedenen Altem einer Dekremententafel der Lebenden, 
Aktiven, Unverehelichten, Ausscheidenden und beim Vergleiche der 
verschiedenen Körpermaße (Leibeslänge, Leibesum&ng usw.) von Er- 
wachsenen (eines bestimmten Alters) findet man, daß im ersteren 
Falle einem bestimmten Lebensalter, im letzteren Falle einem ge- 
wissen Körpermaße die größte Zahl der Ausscheidenden bezw. die 
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größte Zahl der Penotten zagehdrt und dsQ tob diesem Mittel, dem 
Normalwert, die Ansslil der Äosicheidenden bezw. Personen iFteis 
«bnimmt Man hat zur Erklänmg dieser ErBeheinuDg tingeiurBuiiea, 
daß die NormBlwerte durch die Tendenz des mensehlichen Typus ent- 
ctehfln, gewisse Ziele — beispielsweise eine gewisse Lebensdsoer, Är- 
beitsdauer, Entwicklungsdauer oder eine gewisse Leibeslänge — zu 
eoreicben und jedes Überschreiten besw. Nichterreichen des Normal- 
wertes als Abweichen vom normalen Zustand zu betrachten ist; femer 
daß die Abweichungen vom Normalwert zufälligen Ursachen zu- 
zuschreiben und ganz ähnlichen Gesetzen unterworfen sind, wie die 
Beobachtungsfehler bei der Bestimmung iigend eines Wertes nach 
den Regeln vom arithmetischen Mittel. 

Diese Erklärung löst zunächst einem. Widerspruch aus, welcher 
darin besteht, daß die Individuen der Masse in bezug auf die beob- 
achteten Erscheinungen unablüngig sind, ^üchwohl aber Gesetze 
fOr den Eintritt der Erscheinniigen existieren. Nur dtmn, tcerm sieh 
die gleiche Ersdieitmng in jedem <mgeltien Ituüvidutmi voÜaiehi und 
jeder Unta-achied unter den ^dividuen ieäiglich darin lesteht, daß der 
präzise Ehttritt derselben durdt den Zafaä verhindert wird, ist bei 
Unahhänffigkeit der Individuen eine Beg^mäßi^xit der Abweickangen 
WHd mear die Segdmäßigkeii des ZufaUes deniäiar. 

Eine weitere Stütze hat die Erklärong in der Erfahrang ge- 
fdnden. Beispielsweise wird man bei Beobachtung von Eörperformen 
die normalen Formen jenen Bimraisionen zuschreiben, welche am häufig- 
sten erreicht werden. Wird die unendlich kleine Zahl der Mormal- 
formen mit w^dx bezeichnet, dann muß die der Kt^erfonn im Abstände 
der Dimension x fßx den Fall, daß die Erklärong zutrifft, durch die 
01ei<diang Wi,^'*"' dx gegeben sein. Weil die XJbereinstimmung zwi- 
sch^ Theorie und Erbhmng nicht ffir jede einzelne Dimension er- 
wartet werden kann, wird es zweckmäßig sein, den Vergleich zwisdien 
Beobachtung und Theorie an einer Summe Ton Erscheinongen zu 
ziehen. Speziell muß die Summe der Körperformen zwischen dem 
Normalwert und Mnem Abstände 9 Ton diesem 
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''dx = ^ fe-'-de 

sein. 

Zur Bestimmung ron h kann man irgend zwei bekannte, zn- 
sammmgehörige Werte ron Integral und Atgnmoit benutzen. Bei- 
q>telswetse ist leicht einzusehen, daß fOr 9 ~ 00 die Summe oller 
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auf der muea Seite rom Komulwert liegenden EnijjriuazaMen (Eörper- 
formen) reBnItieren maß. Ist dieselbe A, so besteht die Beziehung 

i 2 ^' 

wonnis fHr Ä =■ ^ ^ resultiert. 

Weil aber Wg selbst eine sehwer mflöbsre Öröße ist, so kann mui 
zur BeBtimmung des h aach durch die Au&uchang jeaer Dimeneioa ge- 
langen, durch welche die Zahl der auf einer Seite rom Normalwerte 
gelegenen Körperformen halbiert wird. Ftlr diesen Abstand muß 



ä/' 



v^r'"- 



werden, woraus ftlr Äp -= 0,477 oder filr Ä = - — folgt. 

An den nachfolgenden Beispielen bann die Ühereinstinunung 
zwischen Theorie and Erfahrong beurteilt werden. 

Der EollektiTinaßlebre von Fechner entnimmt man die folg^ideu 
Tabellen über einzelne menschliche Maße (nach Messungen Professor 
Wdckers): 
I. Tertikalumfiuig von iöO II. HOTizontalomfang von iÖO HL Studententekmten- 
eoropäiBclten Mäunerechädeln europiÜBcheii Männerschädeln maSe in 2047 Ifeuungeu 

miB ZftU Z*U am Zkhl Zell ZuU Zoll Zilil 

576 1 82 1 

866—86» 1 480~48t 8 686—689 2 60 1 80 3 

870—874 2 446—449 2 486—489 6 660—564 1 64 8 79 S 

376-879 8 440—414 5 490—494 10 6&Ö— 659 3 65 19 78 8 

860- .^4 11 435—439 5 495—499 13 660—564 12 66 42 77 33 

886-889 K «0—484 18 500-604 80 M5— 649 14 67 S8 76 67 

390—394 31 426 — 42S 22 605—609 28 640—644 30 68 138 76 111 

395—899 40 420—424 47 610—514 52 636-689 48 69 202 74 194 

400—404 54 415—419 67 616—51» 60 630—634 89 70 267 73 282 

406—409 63 410—414 64 580—524 60 525—529 53 71 828 72 806 

Der Normatwert wird in der Ziffemreihe I bei 408,6, in der 
Ziffemreihe II bei 532,2, in der Ziffemreihe lU bei 71,77 angenommen: 
dementsprechend ergeben sich, wenn jede Zahlenreihe zu beiden Seiten 
des Normalwertes als einem besonderen GauBscheoL Gesetze unter- 
liegend eracht«t wird (zweiseitiges GauBsches Fehler geeetz nach 
Fecbner), die folgenden Zusammenetellnngen Über die beobachteten 
nnd theoretischen Summen der Ereiguiszahlen. 

I. Tafel. Abstand vom Kormalwerte, in welchem die Summe 
der Ereigniezahlen die Hälfte erreicht hat und zwar in der Beob- 
aehtungsreihe ^^^ dem Xormal werte ^'^^ . Präzisionsmaßzahlen o'o^g^o' 
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Fehleirerteilung mich dem Noimalwert 
Abstand beobachtete ') theoredsche 



6,6 
70,5 
1ST,& 



70,6 
126,0 
167,8 



FehlerverteilnDg voi dem Normal wert 
Abstand beobachtete ') theoretiacba 
mm Summe 

1,6 66,6 49,9 

110,6 111,7 

150.5 154,1 

161.6 1S6,8 



14,6 
19,6 
24,5 

29,6 



217,6 



226,5 



22S,6 



IL Tafel. Abstand TOm Nonnalwerte, in welchem die Samme der 
EreigniszaUen die Hälfte erreicht hat und zwar in der Beobachtnngs- 
reihe ^'-^ dem Normalwerte j 

Fehlerverteilang vor dem Normalwert . Fehlerverteilnng nach dem Normalwert 
Abstand beobachtete theoretische Abstand beobachtete theoretische 



2,2 


26,4 


24,0 


2,8 


38 


6 29,7 


7,2 


76,4 


78,3 


7,8 


86 


6 91,2 


12,2 


137,4 


124,7 


12,8 


136 


6 126,4 


17,2 


156,4 


160,2 


17,8 


168 


6 162,1 


22,2 


185,4 


185,6 


22,8 


198 


6 189,4 


27,2 


198,4 


201,1 


27,8 


212 


6 213,0 


32,2 


208.4 


209,9 


82,8 


224 


6 219,5 


37,2 


317,4 


314,7 


37,8 


227 


6 226,- 


42,3 


217,4 




42,8 


228 


6 229,5 








47,8 


23C 


,6 231,1 








52,8 


231 


,6 - 



III. Tafel. Abstand vom Normalwerte, in welchem die Stimme 
der EreigniszaUen die Hälfte erreicht bat nnd zwar in der Beob- 
achtimgsreihe jj'^j^ dem Normalwerte ^'gg. PräziBionsmaßzablen ^'3^5^ . 



Fehlerverteilnng vor dem Normalweit 
Abstand beobachtete theoretiache 



Fehlerverteilung nach dem Normslwert 
Abstand beobachtete theoretische 



1027 
1160 
1191 



Als weiteres Beispiel kann die Absterbeordnung vom Jahre 1878 



6 statt 6,3 und 56,7. 
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der VerBicherungsbank von Deutscilland in Gotha (Männer) dienen. 
Vom Älter 61 wnrden an Toten beobachtet: 

Alter Tote Alter Tote Alter Tote Alter Tote 



70 281 60 228 ÖU 27 100 I 

Die größte Dichtigkeit der Totenzahlen liegt in den Altem 70 
und 71. Die Totensummen betrt^en vom Alter 71 aufwärts 3646. 
Die halbe Totensnmme vom Masimalalter aufwärts wird zwischen 
dem Alter 76 und 77 mit den Totensummen 1685 und 1930 er- 
reicht. Durch Interpolation findet man, daß das genaue Alter der 
Halbienmgszahl der Toten in 76,555 fällt oder daß — weil 
Ä- 6,555 = 0,47693 — der Wert von Ä — 0,07275 ist. Hieraus berechnet 
man nun zuiüchst für jedes Alter die Wahrscheinlichkeit, bis zu diesem 
gestorben zu sein. Die Probe auf die Dichtigkeit der Theorie wird 
durchgeführt, indem mau mit Hilfe des theoretisch bestimmten h und 
einer Integraltafel fOr die einzelnen Abstände die theoretische Zahl 
der Verstorbenen berechnet. Man findet: 

Toteiuiuiuiie vom Nor- 
Aii» m»liJWi (TBTgL dia Zn- 

'^*™ lunmeiulsIlDiig %-al 

p»g- IM) 

71 291 

76 1426 

79 3867 

83 2920 

87 3417 

91 3589 

Zusatz: Nachsölcher Theorie wäre die AbsMieordnung (ds Fehlm^er- 
teilungsgesetz leim Anstreben des mmscMieken Körpers gegen eine be- 
stimmte mittlere Läienslänge amus^ien. Die Zahl der Sterbefälle 
müßte gegenüber dem Maximum symmetrisch verlaufen, xmd jede 
Absterbeordnnng wäre durch die Konstante h und das Normalalter 
bestimmt. Diese Folgerungen sind bei den zahlreichen diesbe- 
treffenden Versuchen nicht vollinhaltlich bestätigt worden; vielmehr 
fügt sich dem FehlerverteUungsgesetz die Totensumme annäh&^ 
lediglich vom Normalalt&' aufwärts d. h. gegen die höchsten Alter, 
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291 


0,31459 




1418 


0,56601 




2348 


0,80088 




2979 


0,98719 




3347 


0,98437 




3618 
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vom Nomulalter abwäzts abor nur duicli eine kurze Strecke. Lexis 
hat in zslilreichen Versuchsn Aber die Absterbeordunngen Tersehie- 
dener Länder das Normalalter, die PräzisionsmaBzabl und die Anzahl 
TOD Feraonen festgestellt, welche dem angenommenen Fehlerrer- 
teilungsgesetze unterliegen (die Leben einer normalen Entwicke- 
Inng). Die Ergebnisse sind in der nachstehenden Tabelle zusammen- 
gesteUt: 



Belgien 


67 


0,0616 


16,8 


EnsUnd 


72 


0,0710 


3»,9 




72 V, 


0,076 


40,0 




72 


0,0768 


42,8 






0,068 


49^ 


PrenBen 


70 


0,07« 


33,M 


Bajem 


70 


0,07S1 
0,0761 


46,6 
W,2 




70 


0,0705 


36,8 



Ähnlidie Yersnche, vie sie liexis an den Absterbeordonngen tm- 
■tellte, wnHlea sadh an anderweitigen Ersdieinangcai, den InvaUdeii- 
o^dnIlI^;eu, Aasscheideordnai^en (Ansscheiden dnrch Tod and In- 
validität), Eiwtkeuordnmigen, Heiratsordnnngm, Katalifätsordunngen 
Toi^enommen. Einige noch nicht verÖfFentliehte Resnltate sollen im 
nachstehenden wiedeigegeben werden. 
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7»V, 


71 
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SSV. 


«1 
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1 


,.. 


710 


118 
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291 
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1202 


1202 


9766 


2644 


156 


171 


2 


2122 


2120 


358 


357 


582 


579 


393 


391 


3821 


3711 


6403 


6353 


823 


332 


3 


3613 


3361 604 


597 


861 


857 


661 


936! 6366 


6389 


7822 


7696 


482 


494 


4 


4853 


4692 862 


855 


1161 


1147 


883 


860 8875 


8746 


9867 


9700 


611 


612 


& 


6204 


5994 1096 


1093 


1441 


1426 


1096 


1086;10913 


10925 


12326 


11472 


731 


746 


6 


7681 


7288 1832 


1806 


1698 


1685 


1848 


1306 


12881 


18040 


14848' 12»» 


868 


B6S 


7 


8811 


8647 1670 


1634 


1967 


1930 


1679 


1601 


14612 


14813 


16S95 


14794 


992 


966 


8 


10021 


9721 1800 


1743 


2192 


2173 


1799 


1692 


16353 


16612 






1090 


1060 


S 




2089 2006 


2418 


2367 


8019 


1865 


11317 


18166 






I3H 


1142 


10 




2254 2160 


2646 


2696 






19804 


19807 






1816 


1109 


11 




2463|2320 










2062B 


20372 






1404 


1245 


13 


















B1938 


2108» 











1) Gezogen ans den Dekremententafeln der Lebenden, Alctiven nsf. 
9) Voi nnd naeh dem Nomulwert, d. h. von diesem gegen die jOngeren 
bezw. älteren ÄltenklaeBen. 
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Die Probe, ob zwischen Theorie und Erfehrung Übereiustimmtmg 
besteht d. h. ob die Entwickelung der Ereigniszahlea nach dem 
Iformalalter sich nach dem Oanßsoheii Fehleigesetz Tollzieht, wurde 
fQr alle TorliegendeD Fälle in dentrt Tersncht, daß ans d«n bekannten 
Wahrscheinlichkeiten fOr die Totenaummen jedes Alters die h er- 
mittelt wurden. Bei ToUer UbereinBtimmnng müßten die h für alle 
Älter konstaut sein. Man erhält jedoch für die Absterbeordnung tod 
Firks Muiner nnd die 



Alter 



94'/, 



fiir die Absterbeordnung nach ZimmmTnanns Eisenbahnbeamten und die 

Alter 75 y, 78 '/, 81 ■/, 84 '/, 87 % 90'/, 

3 h 0,2158 0,2215 0,2374 0,2356 0,2487 0,2454 

&ix die Absterbeordnnng der Männer nach Gotha, 1878: 

Alter 76 79 83 87 91 

4 h 0,2365 0,2951 0,3030 0,3289 0,3420 

für die Absterbeordnung der 20 englischen Gesellschaften, Männer: 

Alter 77'/, 80"/, 83'/, 86'/, 89'/, 92'/, 96'/, 

3 h 0,2510 0,2499 0,2564 0,2608 0,2637 0,2680 0,2861 

für die luTalideuorduting nach Zimmermanns Kichtfahrpersonal: 
Alter 66'/, 68'/, 71'/, 74'/, 77'/, 80'/, 88'/, 

3 h 0,2991 0,2994 0,3096 0,8160 0,8174 0,3373 0,3369 

für die luvalidenordnung nach Zimmermanns Fahrpersonal: 

Alter 64 67 70 73 76 

3 h 0,3435 0,8168 0,8228 0,3589 0,3491 
für die Inralldenordnutig nach Eaan, Bergarbeiter: 

Alter 69'/, 62'/, 66'/, 68'/, 71'/, 74'/, 77'; 

3 h 0,1014 0,0987 0,0965 0,0961 0,0944 0,0948 0,0967 
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für die AuBscheideordiiniig NichtfahrperBonal: 

Alter 66 68 71 74 77 80 

3 h 0,3954 0,2»SO 0,8018 0,3017 0,S0S6 0,3108 

für die Krankenordimng nach Zeuoer: 

Alter 72 77 82 87 82 

6 h 0,06B86 0,07848 0,07786 0,08814 0,09148 

für die österr, Zwaugskassen: 

Alter 31 36 41 46 61 ( 

5 h 0,1671 0,16SS 0,1624 0,1622 0,16C7 0,V 

für die Bebmsclie Krankenordniing : 

Alter 40 45 50 56 60 6 

5 h 0,2280 0,2278 0,2365 0,2478 0,2615 0,2' 

für Körösis Natalitätatafel: 

Alter 28 31 34 37 40 43 

3 h 0,0669 0,0639 0,0618 0,0601 0,0606 0,0606 

Alter 51 64 57 60 68 66 

3 h 0,0695 0.0687 ' 0,0682 0,0576 0,0576 0,0576 

für die Heiratsordnung von BSckh: 

Alter 30 36 10 46 50 E 

6 li 0,13712 0,12110 0,09463 0,08236 0,07372 0,0« 

fOr die Heiratsordnung nach Küttner: 

Alter 29'/, 34% 39'/, «V, 49'/, 64 

5 h 0,1196 , 0,0874 0,0691 0,0591 0,0542 0,0. 
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Vierter Abschnitt. 
Statistische Geselae. 

§ 37. Deflnltloii and Methoden der Ableitnng^ statls- 
tlacher Oesetie. Unter einem statistischen Gesetze Tersteht man 
eine Beziehung, welche die Wahrscheinlichkeiten zu verschiedeaea 
Werten der UrBache ein and derselben Erscheinung verknüpft. So 
ist das Sterbegesetz jene Funktion des Alters, durch welche die Werte 
der Sterbenswahr Bcheinlichkeiten aus den einzelnen Altem sich be- 
rechnen lassen. Nadi den Ausführungen der Einleitung kommt 
solchen Gesetzen kein definitiver Charakter und noch weniger der 
Charakter eines Natuigeset^s zu. In ersterem Belange sind die 
statistischen Gesetze sämtlich symptomatische Reiheu, in letzterem Be- 
lange können die statistischen Ursachen mit den Ursachen im natur- 
wisse Dschaftlichen Sinne nicht veiglichen werden. 

Es gibt dreierlei Methoden, zu Formeln fOr die statistischen Ge- 
setze zu gelangen: 

1. In der empirischen Methode werden die Beobachtungen durch 
eine möglichst einfache analytische Funktion von, mit der Erfahrung 
übereinstimmenden Verlaufe wiedei^egeben. Die Methode ist un- 
sicher, und es können etwaige Ergebnisse immer nar durch zahlreiche 
Versuche verifiziert werden. 

2. In den analytischen Methoden wird ein Gesetz auf Grund eines 
vermeintlichen inneren Zusammenhanges der statistischen Ursache mit 
dem biologischen Ergebnisse aufgestellt. Es ist bisher in einem 
einzigen Falle, der Absterbeordnung, gelungen, auf Grund eines solchen 
Zusammenhanges eine brauchbare Formel zu konstruieren. 

3. Nach den zur Zeit herrschenden Anschauungen sind bei jeder 
statistischen Erscheinung zwei Vorgänge zu unterscheiden: a),der 
Zusammenhang eines Ergebnisses mit den zugrunde liegenden Ursachen; 
b) die Streuung (das Feblergesetz), unter welcher das Ergebnis bei 
der Beobachtung in Erscheinung tritt. Solche Deutungsweisen gehen 
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entweder yon einer YeraUgemeiiieruiig des (^auBsclien Fehleigesetzee 
oder TOD der Annahme ene, daß nicht das ErgebniB, sondern die zum 
Ergebnisse fQlirenden Ursachen dem ein&chen Gauß sehen Gesetze 
unterU^n. 

§ 38. Ble empirischen DarsteUnugamethoden statla- 
tlHher Oesetse. Die Methode hat bisher die breitest« Anwendung 
gefunden nud wird überall da verwendet, wo die Form des Gesetzes 
noch wenig bekannt ist. 

Für das Sterbegesfiz haben sieh (tue d«a mannigfachen Versuchen, 
deänitive Formen zn finden, nur wenige mehr in der Literatur er- 
balten. 

Im Gesetze von Moivre (Annnitis on lires 1724) werdm die 
liebenden des Alters x l^ mit dem Alter durch die Beziehong 

l^ _ l^ (86 - x) 
verknüpft; dem genannten Antor stand zur Yerifizieroi^ lediglich die 
Absterbeordnung Ton Halley zur Verfügung. 

Nach Lambert wird das Gesetz mit 

angeschrieben, worin 

^-10000 ^-^ 

und e die Basis des natürlichen Logarithmus bedeutet 

Nach Wittstein (das mathematische Gesetz der menschlichen 
Sterblichkeit) ist die SterbenswahrscheinÜchkeit 

y^ - o-(*-")" + ^ o-("")". (I) 

Ale Konstanten ergaben sich für die Tafel 
von Brme 

a = 1,42423 m = 5 
Jtf-95 n- 0,63033, 

der 20 englischen Gesellschaften 

a - 1,41790 m - 6 
M~91 « = 0,63549. 

Im Übrigen pfi^ man zur Konstruktion die Taylorsche Reihe 
mit in jedem einzelnen Falle näher zu bestimmenden Eonstanten 
in der Art heranzuziehen, daß diese Konstanten raitweder mit den 
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steigenden Potenzen des Wertes einer Ursache oder mit den steigenden 
Potenzen einer Funktion des Wertes der Ursache oder endlich mit 
dem nach steigenden Potenzen der Ursache entrrickeLten Aj^omente 
einer Fonktion TeiknOpft sind. 

So wird nach Babbage die Zahl der liebenden einer Absterbe- 
ordnung dtcrch 



L ■" '*o + fl 



zJl 



ansgedrückt, worin a^ — 6199,8, Oj — — 9,29, a, — — 1,5767 bedeuten 
(Assnranoel^iaan YoLT, pag. 18Ö); >o istnadi Littroir(Wiw 1832) 

I, — a, + a^x + OfO^ +%«' + «,3^, 
und es erhalten die Koeffizienten för die Süfimilcbsche, Ton Bau- 
mann Terbesserte Tafel die fönenden Werte: 

«0 - 598,1673 o» = 0,230896 a^ = 0,000032 

Oj 8,417455 «B - - 0,005247. 

Moser schreibt das Sterbegesetz fSr die Einheit der Gehorenen 
in der Form: 

l, = l + c^x''' + OfX'/' + Ogi"''' + a^ai"''' + a^x"^'^ 
und ba^chxiet fOr die Bninesehe Sterbetafel: 

„„ 0,7iaß 0,1610 

o, 07, Oj = -^^, <h iö^ asw. 

Für das Invaiidet^esete worden die Invaliditätswahrscheinlichkeiteii 
gemäß den nachstehenden Formehi bestimmt: 
Heym schreibt: 

^(,+, = 0,001 + 50.000**"^ 
Behm nimmt an, daß sich die InTaliditätswahrscbwiiliobkeiten 
in den um je 5 Jahre auseinander stehenden Altem Terdt^peln, d&6 

i - tjo 2~^ 
zu setzen sei and bestimmt ijo aus den Er&hmngen der Knapp- 
schaftakassen mit 

0,00019036. 
Weber verlangt (in deia Bnlletis de l'Institut des Actuaires 
fram^ais, Oi±ober 1S98) die Auamäiniig dieser Formet dorch eijie 
Konstante, so daß man erlutlt 

».= « + /»■?'-". 
Der för die Kran^nversichenrng wichtige Rednktäons&ktor wird 
nach Moser in der Form 
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h js'g" ^dx 

angeschrieben, worin Ti, s, g, a Konstante bedeuten und t die ver- 
sicberte Krankheitsdauer ist (Moser tables de morbidit^, Paris 1900). 
Nach dem Verfasser Ulßt sich die Wahrscheinlichkeit eiaer Ge- 
burt als Funktion des Alters der Eltern x in der folgenden Art an- 
sehreiben: 

nach den Beobachtungen Körösis f(lr Budapest ergeben sich 
für V^ter fflr Mütter 

a = 0,368996 0,S7101 

tt = — 0,0304487 — 0,0166861 

jj = _ 0,0002630 — 0,0005423 

y = — 0,0001216 —0,0001011 
* = 0,0000020 

§ 30. Bio analytischen Darstellnngamethoden statls- 
tUoher O^setie. Nach Oompertz kann man sich den Tod durch 
eine bestimmte Ursache „die Todeskraß (force of mortality)" herbei- 
geführt denken und diese letzlere als Funktion des Alters zu bestimmen 
suchen. Werden die Todeskraft für das a;** Lebensjahr durch (p(x), 
die Personen des Alters x durch l^ bezeichnet, so drückt l^tp{x)dx 
die Anzahl der zwischen dem Alter x und x + dx Sterbend^i = — dl^ 
ans. Sohin besteht 



I 



= ip{x)dx. 



Behufs Bestimmung von rp{x) nimmt Gonapertz an, daß die Todes- 
kraft der Abnahme des Widerstandes des menschlichen Organismus 
gegen die Zerstörung gleich sei und dieser Widerstand am Ende eines 
jeden gleich großen, unendlich kleinen AlterainterraUes stets den gleich 
Tielten Teil des jedesmaligen Kestes verliere. Für diesen Fall ist 

ip{x) — fp(x + dx) = Cfp{x)dx 
oder 

d log fp(x) = — cqi(x)dx 
oder endlich 

,p(x)-bir, 

vroriu h die Integrationskonstante und q = e^' bedenten. Hieraus folgt 
sodann unmittelbar: 

K " ck<'. (II,) 

Diese Formel hat fOr einzelne Sterblichkeitstafeln die nach- 
stehenden Werte ergeben: 
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k <L 

fat die Northftmpton Tafel 0,7404 1,0281 

„ „ Tafel Ton D^pareieni 0,8834 1,0164 

„ „ SteiblidikeitatAfel von Schweden 0,8662 1,0307 

„ „ Cailislesche Tafel 0,8693 1,0388 

Makeham bat auf Gmiid einer ÜberpFÜfang der SterblicbkeitB- 
kraft gegenüber den einzelnen TodeBorsachen gefondeo, dafi nicht für 
alle Todesursachen die erwähnte Formel der Sterblichkeitskraft 
brauchbar sei, viehnehr fOr einzelne Todesursachen durch eine Kon- 
stant« ei^inzt werden müsse. 

Ans ^i{x) ^ 4- &<j^ ergibt sich sodann 

Nach diraer Formel wurden bisher alle wichtigeTen Tafeln aus- 
geglichen, tind es hat sich ergeben: 



ffli die Tafel BF der 4 französ. öea. 


0,9844272 


0,9993888 1 


1001136 


„ „ „ 30.^1» der 30 amerik. Qea. 


0,998696 


0,999313 1 


099718 


„ 


„ H" der ao engl Gee, 


0,99S&8 


0,999094 1 


09744 


„ 


„ S"^ der 20 engl. Ges. 


0,99344 


0,99906 1 


09M8 


„ 


„ von Gotha für Männer 


0,99589 


0,99874 1 


09568 


„ 


„ der 17 engl. Ges. 


0,993404 


0,998934 1 


09537 


„ 


Carlifde- Tafel 


0,99195 


0,99902 1 


09448 


„ 


, „ A^ der 1 &an2, Gea. 


0,994993 


0,998440 1 


0916817 


„ 


„ Mi der 33 deutschen Ges. 


0,996307 


0,99668 1 


08329 



Weil die Sterblichkeitstafel von Makeham die Sterblichkeit nur 
innerhalb der Alter 29 — 90 getreu wiedergibt, wurde dieselbe von 
Lazarus durch Berücksichtigung der auf die einzelnen Todesursachen 
bezogenen Sterbliohkeitskräfte erweitert. Kommen n Sterblichkeitaur- 
sachen die Kröft« a, -\- \q^, Oj -(- h^q^ ■ ■ ■ ö„ + ^^i' ^^t ^° ergibt sich 

if{_x) -c^ + a, + ... + a, + 6igj' + b^q^' + ■ ■ ■ + &„«„' ') 
oder hieraus wieder 

Die Anwendung dieser verallgemeinerten Formel hat ergeben, 
dafi man in allen Fällen mit 

ausreicht. 



1) Anderweitige dieser allgemeinsten Form verwandte Formeln sind die 
von Oppeimann 

nnd die von Thiele 



+«,<^'- 
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§ 40. Die TeraUremeinenmg dea Oanßschen Fehler* 

' s^esetieB. Wie im vorhergeliendeii Abscimitte erwiesen wurde, er- 
füllen die statistischen ßesetze in der Nähe des Maximums nahezu 
das GauBsche Eehlergesetz. Dasselbe kann aus der Annahme ab- 
geleitet werden, daß die Wahrscheinlichkeit der auf die Abweichung 
TOm Normal werte des Gesetzes einwirkenden positiTen und n^a^ 
tiyen Elementarfehler gleich -^ und ihre Anzahl immer unendlich 
groß iat. Es ist daher nabeli^end, zu untersuchen, ob nicht volle 
Übereinstimmung mit den statistischen Gesetzen bei Erweiterung des 
Fehlei^Betzes, also unter der Annahme eintreten könnte, daß die 
Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Elementarfehlers von -r- ver- 
schieden und ihre Zahl eventuell auch endlich ist. 

Man kann auf dieser Basis die Aufst^ung des Fehlergesetzes in 
mehrfacher Art versuchen. 

Pechner ging von der Binomialformel aus. Ist die Wirkung 
eines positiven Elementarfehlers auf das Endergebnis i, die eines 
negativen Elementarfehlers /, dann wäre beim Eingreifen von n Ele- 
mentarfehlem, darunter r positiven Fehlem, die WabrBcbeinhchkeit 
einer Abweichung vom Normalwerte in der Größe i'n -\- r(i — i") 

"'r=^rj-P^^ r.'{n — r)l ^^ ' 

und dieser Ausdruck ist demnach der allgemeinere Ausdruck fSr daa 
Fehlergesetz. 

Wegen der Unhandsamkeit dieser Formel wird dieselbe in der 
Regel mthernngaweise durch andere Formeln ersetzt. 

Mit Hilfe der Stirlingschen Näherungsformel x! ^ x ^€"'^2% 
übei^eht sie in 

»,-— 7=!=— p)'*'f^^r'*^ 

V2npgn: \ r / \m — r / 

oder wenn man für r = np -\- z schreibt und somit unmittelbar die 
Wahrscheinlichkeit einer Abweichung g vom wahrscheinlichsten Werte 
np zu bestimmen trachtet, in 

Die Formel verliert alle Brauchbarkeit für « = — wj) oder 8 — »g. 
Während nämlich in solchem Falle daa Glied der Binomialreihe in 
j)" bezw. g" Übergeht, wird die Nähenmgsformel unendlich. 
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Za ftlr endliche g brauchbareren EndreBoltaten führt die BinomiaJ- 
formd bei Benützung der Beziehung 

logrill + 1) - |log2jr 4-((* +~)log(ji + 1) - ((1+1) + 

Ilire Substitution in logw^ fiilirt znm Ergebnis: 
log», - 1 -| log 2;. + (» +|)log(» + 1)- (•■ + 1) log (>• + 1) 
— (» — r+ -l-)log(» — i- + l) + rlog|^ + iilogg 

und wenn man diese Formel nach r differenziert imd fOr 

einsetzt, auch zu 

d log w^ . p 1 1 

Schreibt man nun fSr das Glied in der Klammer lüfaemng^ 
weise 

/ du 
'■+1+«' 
BO folgt endlich l^r 

und ftij Wf selbst 

».-0(1+1)' -(l-i)' *-(7)'- ™ 

Hierin bedeuten 

np + 1 = a, «g + 1 ■= fe, — = c, — r— = d. 
Ans der Formel kann man ableiten: 
1. C nimmt näherungsweise den Wert ■- 
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3. Di« Kurve Tenchwiadet fflr s = — a und e = h und ist zwischen 
diesen beiden Werten von e eingipflig. Das Maximum der Kurve 
,. ,. (1-6 «(p-a) 

3. Die Kurve ist im allgemeinen asymmetrisclL Ffir np =« ng 
nimmt sie die Form 

w.-Oi\-'^^'~'{^^ (IV,) 

an und wird daher symmetrisch. 

4 Nachdem das arithmetische Mittel der Ordinaten der Wahr- 
scheinlichkeitsknrve ^^y\ IP^ä""*^ = "J'i *l*o i" « = liegt, der 
Zentralwert (für welchen ^ ("lys""'' = y) ^^^ großen n vom arith- 
metischen Mittel um , ^ , und der Normal wert, wie oben gezeigt 
worde, von diesem um - ^ - ^V abst«ht, so f(Agt für das erweiterte 
Gaußsche Gesetz, daß der Zentralwert etoiseken arithmetischen Mittel 
und Normahvert gelegen ist (Fedinersches Lagengesetz). Nach der 
Tabelle auf Seite 76 gilt das Lagengesetz für die Äbsterbeordnung. 

§ 41. Das Pearsonsche Feliler§reaets. Zu weit ein- 
facheren Formeln trotz der Veral^emeinenmg des Fehleigesetzes ge- 
langt Pearson. Derselbe setzt voraus, daB im ganzen auf ein Er- 
gebnis n Elementarfehler und zwar np positive und nq negative 
Fehler je mit der Wahrscheinlichkeit p und q einwirken kSnnen und 
ein Eigebnis bestimmter Genauigkeit durch die Einwirkung von 
r Elementarfehlem erhalten werde. Die Wahrscheinlichkeit, daß 
sich unter den r Elementarfehlem s Fehler einer bestimmten Gattung 
(also s positive oder s negative Fehler) befinden, läßt sich sodann in 
Analogie mit der fönenden Aufgabe lösen: Eine Urne enthält np 
weiße und nq schwarze Kugeln; welches ist die Wahrscheinlichkeit, 
in r Zügen r — s weiße und s schwarze Kugeln zu ziehen, falls die 
gezogene Kugel in die Urne nicht zurückgelegt wird? 

Die Formel für diese Wahrscheinlichkeit 

_ (r\ wp(«i) — l)(np ~2)--{np-r + s + l)nq{nq — 1) ■ ■ ■ (»g - g -|- i) 
^•+> W n{n~l)-.(n~r + l) 

leidet gleichfalls an ünhandÜchkeit. Zu ihrer Vereinfachung wird 



H1>..,^+V.) 



(r + 1)1,1 + in) -8iHr+l) + Mq-p)] + 2s' 
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gebildet xitid die rechte Seite der Gleichung mit Hilfe der SubBtitntion 
(r+l)(l + gf.) 
"=*- «+S 
vereinfacht. Man erhäJt auf solche Art 

y,+, — y, g 

1(^1 + !',)°' <.'ft + «P. + ft' 
wobei 

(r+'l )(w-»-+ l)(l + g")(I+ff") rt «(w-2r)(p-g) _ 1 

Pi (« + 2)' ' P» (« + 2)» 'P>-« + a- 

NähenmgBweise läßt sich die letztere Fonnel auch schreiben 

_^ ' (Y) 

y«'^" «'ft+ffft + ft' ^ •' 

Zur Charakteristik der Fehlerfimktion wird bemerkt, dafi ß^ and 
ßg stets positiv sind, ßi = ist für p ■= 5 ond die Funktion ein einziges 
endliches Maximum (einen Gipfel) und zwar im Werte a => besitzi Im 
übrigen hSngt aber die Katur der Funktion y^ wesentlich davon ab, ob 
l//Sj* — 4:ßißt reell oder imaginär ist: im ersten Falle ist nämlich 
das Int^ral der rechten Seite der Gleichung rein logarithmisch, im 
letzteren F^e trigonometriBch-logarithmisch. Beachtet man diesen 
Umstand, so wie daß n endlich oder unendlich, endlich p = q oder ver- 
schieden sein kann, daim erluilt man die folgenden fSnf Kurventypen. 
1. Sind die Wurzeln «^ und a, von ft + j3j ff + /},«' = reell, 
dann wird dlogy « 

ft(-,-.t,) di['^^°g'^^ ~ «1) ~ ajlog(ff- «,)] 

und y selbst 

j,-C(„,-,)-...K -,)••., (V,) 



--AK-..,)' 

Nachdem die beiden Wurzeln immer das gleiche Zeichen haben 
'müssen, so folgt, daß auch vcc^ und vo, gleich bezeichnet sind und 
hieraus wieder, daß y in dem a ■= näherliegenden Wnrzelwerte ver- 
schwindet und in dem entfernteren —00 ist, endlich aber, daß die 
Funktion im letzteren beim Wachsen des <T mit + 00 einsetzt und 
sich sodann im unendlich fernen Punkte, gleich wie auf der anderen 
Seite vom Nullpunkte, der Abszissenachse assymptotisch nähert. 

2. Ist j> — ff und demnach auch ß, — 0, dtam wird 
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Der Gipfel hat dea Wert C : ß^^'; die Kurre liegt ganz in der 
positiren Halbebene, ist zu beiden Seiten Tom Maximum sjmmetriBch 
und verläuft gleieb&llfi gegen die Abszisse aseymptotiBcb, 

3. Für « = oo wird A = (»■ + l)i>g', ft =-i> — ff, J^s =0 und 

Die Kurve erhält den Wert Null in ff = — ~ und imbert sich 
p» 
der Abszisse auf der anderen Seite vom Nullpunkt assymptotiBch. 

4. Sind die Wurzeln a^ und g^ komplex, dann erlmit mau zu- 
nächst für 





1 '• 






übergeht far 


-f.- ^v>e,h-t,-' 


lese Formel 
A 





AViftft- 

Die Kurve ist asymmetrisch und ver^uft zu beiden Seiten vom 
Nullpunkt gegen die Abszisse assjmptotisch. 

5. Für « = CO und p = q erhält mau endlich die Form 

^-sörlWs :(Vs) 

y=Ce , '^ "' 

welche mit der Gaußschen Fehlerfunktion identisch ist. 

Alle die fSnf Typen erzeugen lediglich eingipflige Kurven 
(Kurven mit einem einzigen Maximum). Doch während nach dem 
6außscben Gesetz die Fehlerfunktion stets symmeirisch vom Gipfel 
und assymj^Usch zur Abszisse verläuft, können die Formen V,, Vj- 
und V4 auch asymmetrisch sein;- kommen die Formen Vj und Vg auf 
einer Seite vom Nullpunkt zum Schnitte mit der Abszisse, vrähreud 
dieselben auf der anderen Seite assymptotisch verlaufen; ist die Form 
Y^ asymmetrisch und zu beiden Seiten vom Nullpunkt assymptotisch 
verlaufend gegen den unendlich fernen Punkt. 

Zur Erklärung komplizierterer Formen, eventuell mehrgipfliger 
Kurven, kann man eventuell mehrere eingipäige Kurven verwenden, 
welche durch Addition oder Subtraktion zu verbinden sind. 
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% 42. Die Erklftrtmg der statlatlBchen Oesetie als Fimk- 
tionen dea OanBachen FeblergeBetsea. Eine andere Dar- 
stellungsweise der atatistischen Gesetze ist durch die Annahme mög- 
lich, da£ die Erscheinung eine Funktion einer unabMngigen, nach den 
Begehl des Zufalls um einen Mittelwert Bchwanbenden Ursache ist 
oder daß der Erscheinung ein Bedingungskomplex zu Qrunde liegt, 
welcher so wirkt, als wenn eine gemeinschaftliche konstante und nur 
zufällig um einen Mittelwert oszillierende Ursache für das Vorkommen 
eines Ereignisses maßgebend wäre. 

Ein einfaches Beispiel fQr eine derartig definierte Erscheinung 
bildet die Li^erang von Kugeln, welche im luftleeren ßaum mit 
vollkommen gleicher Eleration, jedoch mit einer variablen, in den 
Einzelversuchen sich nach dem Gaußschen Fehlergesetz ändernden 
Anfangsgeschwindigkeit gegen ein bestimmtes Ziel geschleudert werden. 
Wenn sodann Cg den Mittelwert der Anfangsgeschwindigkeit und h die 
FräzisioDsmaßzahl bedeutet, so ist das Verhältnis der Zahl der Würfe 
von einer Än&ngsgeschwindigkeit, welche zwischen e und <^ liegt, zu 
der Gesamtzahl der Würfe 






und die Zahl der Kugeln, welche bei einer Einheit von Versachs- 
fällen zwischen zwei bestimmten Entfernungen x und a:^ aufschlagen, 



hß-'^ 



Man gelangt zu letzterer Formel leicht, wenn man allgemein aus der 
Elevation a und der Anfangsgeschwindigkeit c den Aufschlagspunkt 



berechnet und schlieSIich für = m, setzt. 

9 
Ganz allgemein wird bei der Voraussetzung, daS der Wert einer 
Uraache X dem GauBschen Fehlergesetze folgt, als Wahrscheinlich- 
keit, daß der Wert der Ursache zwischen x und a^g liegt, durch 



_ , , "dt 



gegeben sein und sohin als Wahrscheinlichkeit, daß die Resultate 
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einer Erscheinniig y, welche eich als Funktion f{x) der Encheinung 
darstellt, folgen 



*[v(y)--¥W) 



^/'-'"- 



wenn g)(y) die inverse FanktioD von x ist. 

Itfan kann auf solche Weise jede beliebige statistische Erschei- 
nnng darstellen. Wenn für eine solche ein analytischer Ausdrach F(t/) 
gefunden ist, sohin F(jf) ~ F(i/^) die Abweichungen vom Normal- 
wert t/o bis zum Werte y ergibt, dann hat man lediglich 

i'(ii)-Ft:s,)-^ß-<" (VI) 

gleichztisetzen und sodann p(^} — vClfö) ^^ bestimmen. 

Als ein Beispiel kann die Dekremententafel der Lebenden dienen. 
Unter der Voraussetzung, daß sich diese durch die Gompertzeche 
Formel ab'* darstellen läßt, erhält man sodann zur Bestimmung der 
Absterbefunktion die Grundgleichung 

A[^(y)-(p(jl,)] 

Setzt man hierin fflr y(y) — x(c'') nnd fflr c" = u, so erlwlt man 
e-"dt. 

Um die Funktion xi^) ^^ finden, bilde man vorläufig ihre 
Taylorsche Reihe 

xw - xiO - -^— [j^) + —2!— Id^;') + ■ • ■ 

Die Koeffizienten der Entwickelnng ergeben Bich durch wieder- 
holte Differenziation der transformierten Gnmdgleichung, wenn man 
in den Eudresnltaten jeweils fttr u : % einsetzt. Man findet auf solche 

Weise : 

2 "" ' \dii}, 2 fi ' \du')^ 2 A 

91? r -A~ r + 2 J f [dl?), r-k-y^+*"'' 

Die Reihe der ;[(«} konreigiert rasch, nachdem die Konstanten 
klein sind. So besteht für die KonBtanten der Sterbetafel des österr, 
Beamtenvereins 
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r?A__l£ 



Myl. 



tiWS -0,0076278; 



h (|4) t5 (log J)' 0,000065658; 

* (3?),- - *? C°e ')' {' + I) - 0,«l<»01«2'i 

»(1^) 1^ (log S)« (1 + 6jr) - 0,000000096541. 

Die Detremeutentafel der Lebenden wird denmaeh auch für 
größei« AlteradiBttmzen toü Xq uäbenuigBweise durch das Integral 

-rW] 



''"-^/-••" 



ausdrQckbar Bein, wenn für die obere ßrenze des Int^raleB 

-!5i„gj(c--c*)-f!aA-(^_^.). 

gesetzt wird. 

Anf dieselbe Art löst man die Aufgabe, eine analytische Form 
für die Dekremententafel der Lebenden zu finden, wenn die Lebenden 
durch die Gompertz-Makehamsche Formel aß'b'' ausgedrückt sind. 
In solchem Falle bat man zunächst 

*[v(x)-9)(«J] 

aß'^b'^' - aß'b-^ ^ ^ je-''dt, 

und wenn mau 

sodann 

kx + <f = y 
und endlich 

setzt, wie Tornin 



«6" — oft»' = -= t e~*' 



dt. 



Die Abeterbeordnung hat demnach den gleichen analytischen 
Ausdruck, wie nach der Formel Ton Gompertz, wenn mau statt 
cf den Wert kx + <f einsetzt 

Daraus kann man Bich fOr die Gesetzmäßigkeit der Abst«rbe- 
ordnung die folgende, ohne weiteres auf die Gesetzmäßigkeit aller 
übrigen statistischen Erscheinungen ausdehnbare, Anschauung bilden- 
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Bezeichnet maa als die primäre Ursache der Lebenslange die 
Eiörperkonstitntion, d. i. die Summe der auf die Lebenserhaltung ge- 
richteten Fähigkeiten und Kräfte des Mensehen und mit x =~ f(if) die 
Beziehung zwischen der Körperkonstitution x und der Lebenslange j/, 
dann geben die abgeleiteten Formeln zunächst an, wie viele Todesfälle 
zwischen zwei Konstitntionen und mittelbar, wieriel Todesfälle zwischen 
zwei Lebenslangen liegen. Die Absterbeordnung kann aber als Re- 
sultat zweier Qrundprozesse angesehen werdraL und zwar: 

a) als Resultat des Lebensprozeases, wenn man damit die Be- 
ziehung zwischen Lebenslange und Konstitution bezeichnet und b) als 
Resultat det Streuung, In erster Näherung wächst die Körper- 
konstitution in geometrischer Progression mit der Lebenslänge. 

Man hat vielfach erörtert, ob die Absterbeordnung ein Natur- 
gesetz ist oder nicht. Das Problem der Absterbeordnung zerfällt 
aber allem Anscheine nach in ein naturwissenschaftliches und in ein 
Wahrscheinlichkeits-Problem. Als ersteres wäre die Beziehung zwischen 
Konstitution ntfd Lebenslange zu bezeichnen, als letzteres die Fehler- 
streuung anzusehen, welche an dem bloß wahrscheinlichen Ereignisse 
wahrzunehmen ist. 
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Fünfter Abschnitt. 

Die Anwendangen der Wahrscheinliehkeitslehre im 
Vereicileriingswesen. 

§ 43. Torbemerkansen. in Eücksicbt der Amrendung der 
WahrsclieinlichkeitBlehre im Gebiete des Versicherungswesens köimeii 
zwei Frt^en Tentilieit werden und zwar 1. ob die Fnndienmg des 
erwälinten WiBsenszweigee dermalen durch die Wahrscheiulicbkeits- 
lehre erfolgt; 2. ob eine solche Fimdiemng überhaupt möglich ist. 

Die Beantwortung der ersteren Frage liegt, weil die Fr^e nur 
historischer Natur ist, außerhalb der Theorie der Statistik, und es 
wird deshalb diesbetreffend nur kurz das folgende bemerkt. Daß 
die WahrBcheinlichkeitsrechnung im Qebiete der Schadenversicherung 
(Elementarversicherung) dermalen nicht angewendet wird, steht außer 
allem Zweifel; den genannten Yersicherungszweigen fehlen Tarife und 
Rücklagensysteme im Sinne der Lebensrersicherung ^nzlich. Aber 
auch die Behandlung der Theoreme der LebensTersicherung, wenig- 
stens im heutigen Umiange, erscheint ohne alle Wahrscheinlichkeits- 
rechnung möghch. Die Berechnungen der Prämien und Deckungs- 
kapitahen stützen sich allein auf den Satz, daß die einmal beobachteten 
Durchschnittsergebnisse der Statistik bei Wiederholung der Beobach- 
tung nahezu wiederkehren und die Häufigkeit der Abweichung Ton 
bestimmter ßröße mit der Größe selbst abnimmt. Über die Form 
des Gesetzes der Abweichungen wird keinerlei Voraussetzung gemacht 
und aus solcher Form demgemäß auch keinerlei Hesultat gezogen. 
Und doch könnte die Änwendui^ der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
erst mit der Einführung eines Fehlergesetzes selbst ihren Anfang 
nehmen. 

Die andere Fr^e jedoch, ob die Fundierung des Versicherungs- 
wesens auf der Wahrscheinlichkeitstheorie möglich sei, kann nach 
den Ei^ebnissen des dritten Abschnittes iur die I^ebensTersicherung 
unbedingt, Itlr die Invalidenversicherung unter gewissen Voraus- 
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Setzungen für die Form des Betriebes bejaht werden. Bei solcher 
Erkenntnis scheint es aber, als ob die künftige Anwendung der 
Wahrscbeinlichkeitslehre im Gebiete des Versicherungswesens die ge- 
sunde Entwickeloug des Qeschäftea erheblich zu fördern rermöcbte; 
denn diese Anwendung gibt allein die Möglichkeit, die notwendige und 
zweidiende Höbe der Prämien und Deckungskapitalien zu bestimmen. 

In letzterer Beziehung wird folgendes herrorgeboben. Es ist be- 
kannt, daß die Yersicberungsgesellscbaften die Prämien und Deckungs- 
kapitalien für die Lebensversicherungen in sehr yerachiedener Art 
(nach sehr rerschiedenen Rechnungsgrundlageo) bestimmen und zur 
Sicherheit überdies bedeutende Kapitalreserren anzusammeln pflegen. 
Die heutige Yersicherungspraxis wählt nämlicb ihre Becbnungsgmnd- 
If^en von vornherein derart (mit einem solchen Sicherheitekoeffizienten), 
daß die Versicherungswerte nach menschlicher Voraussicht auch bei 
ungünstigerem Gescbäftsverlaufe zureichen und legt die in normalen 
Jahren entfallenden Gewinne großen Teils zurück; die Schätzung des 
Sicberheitskoeffizienten entbehrt aber dermalen aller Grundlage und 
kmn danach hoch und niedrig sein. Demgegenüber muß festgehalten 
werden, daß die Versicherm^sgesellschalten ebensowohl die zu ge- 
ringen, als die zu hohen Versicherungswerte meiden müssen; die 
ersteren, weil sie zu ihrem Ruine führen, die letzteren, weil sie 
unwirtschaftlich sind. 

Soll aber an Stelle der WiUkür in der Wahl des Sicherheits- 
koeffizienten das genaue Maß, also an Stelle der SclUitzuug desselben 
die Berechnung treten, dann ist die Kenntnis und Benützung des 
seine Bestimmung ermöglichenden Fehlergesetzes der statistischen 
Massenerscheinungen unumgänglich, die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
als Grundlage des Versicherungswesens unvermeidlich. 

Aus diesen Erw^ungen werden an dieser Stelle, imbekümmert 
um die dermalige Entwickelung der Praxis, alle die Theoreme zu- 
sammengestellt, deren ein auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung fun- 
diertes Versicherungswesen nicht entbehren kann. Es wird gezeigt, 
wie die statistischen Wahrscheinlichkeiten als Wahrscheinlichkeiten 
a posteriori zu ermitteln und wie die auf ihrem Grunde beobachteten 
Ereignisse zu beurteilen sind; welche Eigenschaften der darnach be- 
rechneten Prämie zukommen und welche Sonderrückli^en , welche 
Sicherheitskoeffizienten zu den auf wahrscheinlichsten Werten der 
Wahrscheinlichkeit aufgebauten Versicherungswerten hinzugefügt 
werden müssen, damit das Geschäft auf solider Basis abgeschlossen 
und geführt werden könne. 
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§ 44. Dl« Bmüttlnng atatistlaclier Walirsohelnlioh- 
kelteu. Die Ermittlung statistischer WahrscheinlichkeiteD erfolgt, 
wie die aller Wahrscheiulichkeiteo a posteriori, durcK vielfache Be- 
obachtung. Im Falle die statistiscbeu WahrscheinHehkeiteu reine 
Wahrscheinlichkeiten oder Mittelwerte solcher sind, wird sich die 
Näherung an die wahren Werte jederzeit bestimmen lassen. 

Hat man beispielsweise bei l Beobachtungen t Ereignisse ge- 
^hlt und würde diesem statistischen Ereignisse eine Wahrscheinlich- 
keit X zugrundeliegen, dann wäre die Wahrscheinlichkeit des zu- 
sammengesetzten Ereignisses I ja^(l — a^)'"'; umgekehrt ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß dem Ereignisse gerade die Wahrscheinlichkeit x 
zugrunde liegt, 

w^= ■ ■■ ■■■ ' , 

Jl^(l—x)'-'d3! 

woraus sich sofort ergibt, daß 

a) w^ ein Maximum für die Annahme ^ = -r erhält; 

b) die Wahrscheinlichkeit für jeden Wert der Hypothese x un- 
endlich klein ist; 

c) die Wahrscheinlichkeit, es werde w, ii^end einer der Werte 

zwischen -f + * "ui*! i — * sein, 



fx'(l-xy-'dx ifx'(l-xy-'dx 

gleich kommt. 

Substituiert man im Zähler für x = j + u=^p + u, sohin für 
1 — X = q — u; setzt für 

1-1 nog(p+«)+ (1-0 loste-") ' '-' (iog(i+^) + (i-()io«(i-j) 

entwickelt die Logarithmen nach Potenzen von u- und bleibt bei der 
zweiten Potenz stehen, dann erhält man nach einigen leichten Trans- 
formationen für die gesuchte Wahrscheinlichkeit 



p>^-fe<'. 



i auf den Zähler die neuerliche Transformation 
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aTif den Nenner die Sttrlmgsclie Nähenrngsfonnel m! = »"e-^ys»!» 
an, BO üW-gelit der Aasdrack fOr die Wobrsclieinliclibeit in 

■Vir, 

Daraus schUeBt man sofort^ daß eine Walu-Bcheinliclikeit 

besteht, daß die den Yersnchen zngmnde liegende Hypothese zwischen 
i> + "il/— f^ lind p — rj!/-?^ liegen mSase. Sp^ell besteht eine 
Wahrscheinlichkeit %, daß der wahre Wert zwischen 0,477l/^^ tind 
— 0,4771/ ^^ liegen werde und eine WahrscheinUchkeit , daß 

er jenseits des sechsfachen Betrages dieser beiden Grenzen zn li^en 
komme. 

Nach den Beobachtungen des 5sterr. BeuntenTereines während 
der Periode 1865—1888 worden fOr das Alter 50 bei 9115,5 Leben- 
den 171 Tote gezählt. Die Sterbenswahrscheinlichkeit betmg 0,0188, 
der wahrscheinliche Fehler 0,0010. Es ist somit 1 g^^ 1 zn 
wetten, daß die zngnmdeli^ende Wahrscheinlichkeit zwischen 0,0178 
und 0,0198 gelegen war und 1 gegen 20000, daß sie nicht unter 
0,0128 und über 0,0248 zn liegen kam. 

Die in der Lebensversicherung verwendeten Wahrscheinlichkeiten 
sind meistenteils Produkte mehrfacher, beobachteter Wahrscheinlich- 
keiten. So ist die WahrscheinUchkeit, daß eine nnlljährige Person 
das Alter n erreicht, 

(1 -«..) (1 -»,) (1 -»,)•■■ (1 - ».j, 

daß sie im Alter Ton n Jahren sterbe, 

(1 - ».) (1 - «,,) (1 -»,)... (1 - »._ j . ».. 

Die erstere mit irgend einer konstanten Zahl, in der Regel 10000, 
100000 asw. multipliziert, geben die Ziffern der Ahsterheordnong. 

Man kann auch die Wahrscheinlichkeiten lur irgend eine Be- 
stimmung dieser kombinierten Wahrecheiulichkeiten leicht ermitteln. 
Haben sieh nämlich für die unabhängig Veränderlichen einer Funk- 
tion Ton n Wahrscheinlichkeiten x^, x^, • • -, x^ die wahrscheinlichst«! 
Werte li, Ij, ■■■,£« ergeben, worin 



Digitiz 



,yCoogle 
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und Bind die Äbweielitmgeii der |,, ||, ■ ■ ■, 5, von den a^, x^, ■ ■ -, x^ 
nur sehr Ueine Größen erster Ordnong, dann besteht: 

-m» s.,---,u+ (^-5.) |£+(^-i.) !£+■■■ +K-U^. 

Darana folgt nnmittelbsr, daß die Summe der Qoadrate der Ab- 
weiciinngen für iigendwelche stetige Fonkiäonen der ai Werte — inso- 
fern diese Abweiohimgen innerhalb bestimmter Grenzen liegen — auch 
dnxch die rechte Seite nachstehender Gleichung g^eben ist 

[»■(«„ «,, I., • ■ ., »j - AS,, I., I., ■ ■ ■ W] - iih - «■] (^)' 
■ +[(«,-l,)'](0 + --- + fe-tJl(fJ. 

Für das obige Produkt (1 — w^ (1 — w,) (1 — %)■•■ (1 — w„_i) w,, 
welches kurzweg mit II b^eicbnet werden soll, folgt 

df n_ 3^ _ _ n df ^ _ n df ^n 

die," l — w^>~dwi 1— ui,"'aw,_i l — "«-i' 9"« ^ % 

und hieraus fttr die Quadratsumme der Fehlerquadrate 

Setzt man endlich, indem alle Beobachtungen fiber w, zu einer ein- 
zigen Serie zusammengefaßt werden, fBr [(w, — w^')*] = , , dann 
ist der reziproke Wert der Präzisionsmaßzahl 

^ y w - %) "*" 'i(i - «■!) "*" *" in-iu-w»-!) "*" x%^ ■ ^^ 

In analoger Art folgt fflr den reziproken Wert der Pi^isions- 
maßzahl der Wahrscheinlichkeit 

77, - (1 - Wo) (1 - «-,) (1 -«-,)■■■ (1 - wj 
der Ausdruck 



"^Vüi^ 



Hieraue folgt unmittelbar das selbstverständliche Theorem, daß 
die Sicherheit der Angaben jeefer Dekremmtteniafel mit der AmaU dm" 
sie eusammenseteenden Eimd/wahrsckeinlichkeiien abnimmt. Gemäß den 
Beobachtui^n der 4 französischen Gesellschaften über die Tafel A. F. 
hat sich ergeben: 
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0,031 


0,49 


6308 


110 


0,031 


0,ÖS 


6663 


9S 


0,016 


0,66 


7966 


100 


0,018 


0,57 



O-a- 



§ 45. Dl« Anwsndnng statlBtlaohsr Bi^bniai«. a) Man 

habe beobachtet, daß ein Ereignis unter iE f^en tmeX eintritt. Es 
ist die Wahrscheinlichkeit zu Bachen, daß das Ereignis bei l nenen 
Yersnchen Tmal eintritt. Nach dem vorhergehenden Paragraphen 
^Bt die erste Yersuchfiserie auf eine Wahrscheinlichkeit fQr den 
Wert der dem Ereignisse zugrunde liegenden Hypothese x 

x'il -xy-'dx :faf{l - xy-'dx 

zurückschließen. Die Wabischeinlichkeit aber, daß bei dieser Hypo- 
these unter l Beobachtungen t Ereignisse sich finden werden, ist: 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, daß aus der ursprünglichen Beoh- 
achtui^ die Hypothese im Werte x gefolgert werden dürfe und anter 
dem gleichen Werte für die Hypothese das neue Ereignis zu et^ 
warten steht, das Produkt der beiden letztangeecbriebenen Wahr- 
scheinlichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit endlich, daß das neue Er- 
eignis unter irgend welchen Werten für die zugrunde liegende Wahr- 
scheinlicbkeit eintreffen werde, ist die Summe der Produkte, wenn x 
alle möglichen Werte annimmt, sohin 

Qfx'-^'il-x'y^^-'-^dx ■■fx'{l - xj-'dx. 

Der Wert der letztabgeleiteten Wahrscheinlichkeit ist, sofern die 
tirsprüngUche Beobachtung und X unverändert bleiben, nur von r ab- 
hängig. Er erhält demnach ein Maximum für 

+'(1 -«)"'-'— 'to 



(.;.)/'- 
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Wenn inan dl« Integrale dnrcli die entsprechenden F&ktoriellen 
ersetzt nnd dann die ganze Ungleichni^ dnrch den mittleren Wert 
diTidiert, erh^t man 

(t + t+l)(i~t) (l+l-f-T+l)T 

(j-t-i-i-tXt + i)^'--^ (t-i-tKi-T + i) 
Aus dem ersten Teile der Ungleichung folgt j < ttt i *°^ ^^^ 
zweiten Teile y > . , and ans der Zusammen&eBong beider Teile 
-Y = -T , wobei & irgend einen zwischen Xnll und Eins gelegenen 
Werl bedeutet. Für große i und r kann man-^ — -r- Betzen, woraus 
T = i-j-=Ap fo^ 

Es ist wieder ganz unmittelbar ersichtlich, daß die Wahrschein- 
lichheit für das Resultieren irgend eines bestimmten Wertes Ton t 
nur sehr klein sein könne. Selbst fUr das eben berechnete Maximum 
ist sie nur 

{pl)l(gl)l (I + l + l)! Cpi)l(«J)! 
oder, wie leicht ersichtlich, wenn man von der StirUngschen Xähe- 
mngsformel Qebrauch macht und entsprechend reduziert^ 



y(' 



Man pflegt daher die Frage zu beantworten, welches die Wahr- 
scheinlichkeit sei, daß t ii^endwo zwischen zwei endlichen (Frenzen, 
welche vom Maximum gleich weit abstehen, gelegen ist. Für die 
Grenzen t =pl + e his pX — e erhält man: 



w>2 



(pl + C)!(5l-e)l ((+1 + 1)1 (pm(it}i 



Setzt man behufs weiterer Behandlung des Ausdruckes unter 
der Summe 

pl - a, sA = a, p{l + i) = &, q{l + X) -^ ß, 
und hebt überdies das Maximum 



^0- 



(pl)l(gl)! (1 + 1 + 1)1 (pt)'.iqtil 



1) Die Foimel ist nur fHr eehi grofie I und i bianchbai. FOt p — 0,01, 
I=>1000 und 2^100 wird der Ausdruck 0,4i; unter QbrigeuB gleiohen Um- 
Bfönden und ftlr 1 «- 10 sogar 1,37. 

Blkaohka, mathemMlHhB Statistik. io 
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heraus, so erl^lt mui ftlr diee«n 

W^' p,^ ^(■.-l)-..(ür-p + l)(6 + l)(b + 2)--.(b + e) 

In weiterer Beduktion der rechten Seite der letzten Gleichnng 
wird der Faktor \-^) =1 ausgesondert, die ganze Gleichung log- 
arithmiert und jeder Logarithmus unter der Voraussetzung, daß s, 
sohin auch jedes q immer nur klein g^enüber a, a, b, ß ist, in eine 
PotenzreUie entwickelt. Man erhält sodann bei Yemachlässigang aller 
Glieder einer höheren, als der ersten Ordnung der Kleinheit: 






■^.[/. 



dp + e J 



Wird für W^ der oben gefundene Wert eingesetzt, unter dem 
Int^^ral ßir q -^ o y2pqX (1 4- y] substituiert und endlich das ganze 
Zusatzglted TemachBssigt, dann gelangt mau zu folgendem Schlüsse: 

Es besteht eine Wahrsi^i&'nluM^it -^ I e-'^dt, daß die ErmgniseaMeit 



des neuerlichen Versuches zwischen Xp + yy2pqX (1 4--r) utid 

Xp~-yy2pqi(l + -~\ liege»; eine Wakrscheinlickkeit y i daß die Er- 
eigniseaJüen sich innerkalb dieser Grensen bewegen werden, wenn 
y — 0,477 vMd eine Wahrscheinlichkeit „q'qqqi daß die ErmgniszaMen 
innerhalb dieser durch y = 2,83 deßnierten Gramen su liegen kommen. 
Dieselben Wahrscheinlichkeiten bestehen selbatrerständlich auch 
für die auf jeden einzelnen Versuchsfall kommende Abweichung 

Man kann den eben gefondenen Satz noch folgendermaß en aus- 
sprechen: Zu gleicher WahrschdnlitMeit a priori gehört rfw l/l + -r 
fadie Fdder der Wahrscheinlidikeit a post&iori, wenn l die Zahl der 
Grutidbeobachtungen, i, ^ der Anwaidtwgen bedeutet. Pfir 1 = 1 wird 
der Fehler der Wahrscheinlichkeit a posteriori "j/Zmal so groß, wie 
für eine Wahrscheinlichkeit a priori usf. 
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Die Folgerungen, welche man aus dieser Formel für die Praxis 
ableiten kann, sind weitgehender I^atur. Eb wird beispielsweise im 
VersicheruiigsweBen nur dann ein klagloser Betrieb mSglich sein, 
wenn sowobl l als X, daher sowohl die Zahl der Versuche, auf 
wdche sich die Wahrscheinlichkeit stützt, als die Zahl der Ver- 
sichemngsf alle stetig zunimmt. Beruht die TafeUterblichkeit auf un- 
endlich vielen Beobachtungen, ist also -j- ■= 0, dann ist die Wahr- 
scheinlichkeit der Äbweichung''f(ir die Wahrscheinlichkeit a posteriori 
so groß, wie für die Wahrscheinlichkeit a priori; es besteht mtmlich 

die Wahrscheinlichkeit-^ / e-'^dt für den Fehler y l/IÜ : rersucht 

man aber auf eine Wahrscheinlichkeit, welche durch eine endliche 
Zahl Yon Beobachtungen festgestellt wurde, eine unendliche Anzahl 
von Versicherungafällen abzuschlieBen, dann wird jener Fehler y "|/?M, 

woraus man erkennt, daß der Fehler in den Grundtafeln durch 
einen noch so großen Umfang der Versicherung^eschäfte nicht behoben 
werden kann. 

Am dieser Erkenntnis ergibt sich die Notwendigkeit, die Zahl der 
der Praxis sw imtersteUenden Versuchsfälle stetig mt vergrößern und 
daho' von Zeit su Zeit immer wieder die Grundtafeln für die SterUich- 
keits-, Invaliditäts- usw. Messungen zu erneuen. 

b) Im VersichemngHweaen werden die Wahrscheinlichkeiten 
a posteriori zumeist kombiniert und auf Grund jener kombinierten 
WahrBcheLolichkeiten Geschäfte abgeschlossen. Beispielsweise wird 
beobachtet, daß aus l„ Lebenden des Alters n binnen einem Jahre 
m^ Übedebende, aus lg^^ Lebenden des Alters » -f- 1 »»„+i Über- 
lebende . . . allgemein aus l^^^ Lebenden des Alters n + k »i„+t Über- 
lebende hervorgegangen sind. Es entsteht dann die Aufgabe, die 
Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, daß aus irgend einer Anzahl !l 
von Lebenden des Alters n irgend eine andere Anzahl /t^^^ von Über- 
lebenden des Alters n + k hervorgeht. 

Um derartige Aufgaben zu lösen, wird man zui^chst zweckmäßig 
die Kombination von nur zwei Fällen behandeln. Es sei demnach 
beobachtet worden, daß aus l^ Lebenden des Alters n : *», Überlebend e 
aus i^^j Lebenden des Altera « + 1 : »»„+i Überlebende hervoi^hen 
und es werde die Wahrscheinlichkeit bestimmt, daß aus A^ Lebenden 
des Alters n : /t,^, Lebende des Alters m + 1 resultieren. 



,yCoogle 



180 V. Die Anwendungen der WahrscheinlichkeitBlehie im Yeraicherungaweaen. 

Nach dem Yorausges^en folgt zunächet, daß die wahrachein- 

lichste Zahl der Überlebenden des Alters « : A„ -y^ ist, und eine Wahr- 

acheinliohkeit für die Existenz von l^ Überlebenden besteht, 

welche -^ e " gleichkommt^ femer, daß sodann die 

wahrscheinlichste Zahl der Überlebenden des Alters « + 1 : X^ — "^^ 

ist , nnd eine Wahrscheinlichkeit -i c "■*■ * be- 

Y^ 

steht, daß ft^^^ Überlebende resnltieren. Ans diesen beiden Ergeb- 
nissen kann man schließen, daß die Wahrscheinlichkeit des gesuchten 
Endergebnisses 

aein müsse. 

Weil aber ans der Zahl der Lebenden k^ die Zahl der Über- 
lebenden f(„^i auf vielfache Art, nämlich durch alle zwischen fi^^i 
und i, gel^enen X^ erhalten werden kann, wird man zur Wahr- 
scheinlichkeit, daß aus X„ Lebenden ft„+, Überlebende erhalten werden 
können, gelangen, indem man über die eben gefundene Wahrschein- 
lichkeit nach diesen Grenzen summiert. Es ist sohin die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit 

^.^». -v(v->.=-r-v(,...-v-a' 

Bei diesen Entwicklungen bedenten \ und h^ die Präzisions- 
maßzablen, nämlich' 



Wenn man in der PrSzisionsmaßzahl h^ für X„' = X„p„ setzt, femer 
annehmen darf, daß die obige Summe nur wenig durch HinznjFQgoug 
jener Glieder irritiert wird, in welchen X^ > X^ und <^„^.i, endlich 

statt der Summe daa Integral einführt und für !„' — ^»"T ~^» '"''^ ^^^ 
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S i6. Die Anwendung atatiBtJachet Srgebiiisse. 
aubstitniert, so erhält mau 

und Dach mehKren, sehr einfadien Transformationen 

VI'" 



y- 



"-('■■+'&'•■)'- 






' Nach Anaflilirung des Int^rales erhält man fQr den letzten Aus- 
druck auch 



y<- 



Endlich wird die Wahrscheinlichkeit, daß e„^i irgend einen 
zwischen Null und y gelegenen Wert annehmen könne, durch das 
Integral des Produktes dieses Ansdrackes und d£„^i nach den 
Grenzen bis y bestimmt, und es besteht daher eine Wahrschein- 

Hchkeit ^ C e-''dt, daß 



''" ^'1 



Man kann aus dem eben gefundenen Ausdruck leicht die Wahr- 
scheinlichkeiten ermitteln, daß das Endresultat aus der Kombination 
Ton 3 Grundfallen herroi^bt. Besteht nämlich die dritte Kombi- 
nation in der weiteren Beobachtung, daß aus 2^^, Lebenden m„^j 
Überlebende entstanden sind, und nennt man H die PräzisionsmaB- 
zahl der Toraosgebenden, \ die der letzten Kombination, dann erlült 
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maa. ale Wahrscheinlichkeit, daß aus l„ Lebenden schließlich ii„^j 
tTberlebeude resoltieren, wobei 



wieder das Integral 7^ /e t^'- 

Den Faktor bei y kann man auch Bchreiben: 

-1/1 1 K+i. 1 <+j<+i 

Ganz allgemein besteht die Wahrscheinlichkeit -7= j e ^i, daß 

für k BeobachtoDgen der wahrscheinlichste Wert des Ereignisses um 
höchstens 

± >■ ■ V{^+^T^+r-r^'r— + --- > '"> 

\"* "i-I 'n+*-! "t-S 'n+Ic-l *i.+*-J '^ 

abweicht. 

Setzt man in diesen Ausdmck den durch l, X, p, q ausgedrückten 
Wert der Fräzisionsmaßzahlen ein und bezeichnet mit 

mit 1 — -j^ - 2^ 1 — j^ = 2«+i "sf-j 
so erMlt man schließlich als Größe der Maximalabweicbui^ 






Daraus folgt unmittelbar, daß die Fräzisionsmaßzahlen mit 
wachsender Anzahl der in Rechnung gezogenen Fälle stets abnehmen. 

Die in der Versu^erung beli^te Säufung von Beobachtungen für 
ein und dassdbe Sesidtat und die Anwendung komplizierter Fm-meln 
dient also k^neswegs der Sicherheit der Ergehnisse. Vielmehr wäre 
mit Fäcksicht auf diese letztere die Einfachheit der Versickerungskombi- 
naiionen und die Herstellung von Grandlagen, aus weU^en sich das 
Endresultat unmittelbar entnehmen ließe, wünschenswert. 

§ 46. Die Terslohemngspr&ml«. Alle Aufgaben der Prämien- 
bemessung im Versicherungswesen lassen sich, sofern Wahrscheinlich- 
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folgende Aufgabe znräckfÜhreD: 
nisae waht^enommen; es werden 
Summe C Tersichert, wie groß 
Beti^t die letztere für 



I M. Pie Veraiohetungapi&me. 183 

keiten a posteriori dem yerBicberai^falle zugrunde liegen, anf die 
ffMan habe unter l Fallen t Ereig- 

L X Fälle der gleichen Art je für die 

ist die Prämie?" 

jede Veraichemng P, fUr i Ver- 
sichenmgen AP, so muß durch diese Summe dasEisiko jedes beliebigen 
Ausganges nach jeder möglichen Hypothese gedeckt sein. Die Wahr- 
scheinlichkeit einer Hypothese x kann nun durch 

3f{\ - xy-'dx -.f s^{l — xj-'dx; 

das Risiko von v fTreignisfötlen näcb'äer erwähnten Hypothese durch 

das Risiko aller möglichen Hypothesen und Resultate endlich durch 
i 1 1 

^i^^O%fx'^-'{-\.''Xy^'-'-'dx:fxf(\-xy-*dx 

Tersichert werden. 

Wenn die Summe hintes das Integral geschafft und beachtet 
wird, daß 

i?'C)«'(i-»^)'--»'4[«+5^^]' 

ist, wobei die partielle DiSerentiation sich nur auf x, nicht aber auf 
1 — a; erstreckt, so erhält man für die Prämie der Gesamtheit 

kF=XCf3f+^{i-xy-*dx: fx'il- xy-'dx 



Cf x'+'il- xy-'dx -.fx 



und endlich für die Prämie jedes einzelnen Versicherten: 

^ = ^ r+ä' 

welcher Wert für sehr große l und t mit P = Cy zusammenfällt. 

Die Prämie des Versickerers kommt demnach dem Produkt aus 
der Versicherungssumme ttnd der Wahrscheinlichkeit des Eintriües des 
VersicherungsfaUes, also der sogenannten maÜtematischen Erwartung gleich. 
Aus den Sätzen des vorigen Paragraphen folgt sodann unmittelbar: 
1. Die Wahrscheinlichkeit für einen Gewinn oder Verlust in der 
Größe yCy2pqX einer Wahrscheinlichkeit a priori ist ebenso groß, 
wie die Wahrscheinlichkeit für einen Gewinn oder Verlust in der 
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Größe )'ACT/2p5rl-j- + "5-1 einer Wahrscheinlichteit a posteriori, mIn- 
^■ 

2. Wenn ein VersicIlenmgsfaU sich auf den sokzessiTen Eintritt 
mehrerer Wahrscheinlichkeiten pi,Pt,- ■ -P^ stützt, dann ist die Pramie 

2 h 
^PiPi ■ --Pn "'"^ ^^ besteht eine Wahrscbeinlicbheit — ^ / e-''dt, 

für einen Gewinn oder Verlast 



bei einer Wahrscheinlichkeit a posteriori. 

In Erweiterung dieser Theoreme kann man ferner ableiten: 
3. Wenn 1^ Versicherungen auf die Wahrscheinlichkeit Pi für 
die Versicherungssumme Cj, Ag Versieberungen auf die Wahrschein- 
lichkeit j^ für die YersicherangSBumne Cg, . . . allgemein X^ Versiche- 
rungen auf die Wahrscheinlichkeit p„ für die Versicherungssumme 
C„ abgeschlossen werden und j)^, pj, ..., p„ Wahrscheinlichkeiten a 

priori sind, dann besteht die Wahrscheinlichkeit ^^ / e~''dt, die 

Summe 

yV2{i,,C,'p,q, + X,C,'p,q, + ■ . ■ /,C„V„9j (IV) 

zu verlieren. 

Der Beweis dieses Satzes kann in mannigfacher Art erbracht 
werden. Für zwei Gattungen von Versicherungen mit den Präzisions- 



lichkeit der Abweichung von den wahrscheinlichsten Werten nm g^ 
und z, in der Größe -^ « ' ' ^ ^ dz, dz^ und eine Wahrscheinlich- 

keit, einen Gewinn oder Verlust zu erleiden, welcher sich zwischen 
V> Gl«! + Cg«, >~V hält, in der Größe: 



ngleich 

!g und 
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wobei die Grenzen der Integrale die obige Ungleichung erfüUen 
müssen. Substituiert man nun m = C^2, -|- Cj^j und du = C^dg^, 
dann kann das obige Integral geschrieben werden: 



0, 



% 47. Du uwÜiematiBcIie Risiko. 185 

DarauB folgt immittelbar, daß eine WaluBcbemlicIikeit --= / e dt 

besteht, daß die Abweichung V = y VtS + w l>et™gt. 

Nachdem gemäß 1. die zur Belbec Wahrscheinlichkeit bei einer 
einzigen Ursache gehörige Abweichungsgrenze yy-^ i^ so folgt, daß 
die zu einer Wahrscheinlichkeit gehörige Abweichungsgrenze zweier 
Ursachen der Quadratwurzel aus der Quadratsumme der Abweichungs- 
grenzen der einzelnen Ursachen für dieselbe Wahrscheinlichkeit gleich 
kommt. Der Satz IV ist lediglich die Erweiterung dieses Satzes auf 
beliebig viele Ursachen. 

4. Fflr Wahrscheinlichkeiten a posteriori geht die Gleichung 17 
Ober in 

rnyi^c^'p, s, (i + ^) + i,c,'p,i, (i + ^) + ■ • ■ (iv) 

§ 47. Daa uathematlaohe Blailco. Das Teraichenuigs- 
geschäft ist — vom wahrscheinlichkeits-theoretischen Standpunkte allein 
betrachtet — ein sehr riskantes GescMft Weil nämlich der Ter^ 
sicherer dasselbe auf dem Grundsatze der Gleidiheit von Leistung und 
Gegenleistung betreibt und stets denselben Einsatz (Aktienkapital, 
Gründnngsfond usw.) gegenQber einer sehr großen und wechselnden 
Anyjtlil von Yersiehemugenehmem wagt, so muß einmal auch der 
Zeitpunkt kommen, wo der Terlust die Größe seiner Fonds übersteigt 

Um diesen Fall — auch im Interesse der Yeraiehemugsnehmer — 
tunlichst hintanzuhalten, sucht der Versicherer durch mannigfache Maß- 
nahmen seine Verlustchance zu verringern. Solches geschieht beispiels- 
weise in der LebensTersichemng durch Zuschläge zur Nettoprämie and 
die Selektion der Bisken, in der Elementarversicherong eben durch 
dieselben Mittel, dnrch eine entsprechende Tarif- ev. BückTersicherungS' 
Politik. Von rein rechnerischem Standpunkte kommt jedes dieser 
Mittel der Einhebung einer Prämie gleich, welche größer ist als die 
Bedarfsprämie. Einer mathematischen Behandlung werden dieselben 
allerdings erst dadurch fähig, wenn über die Größe der Mehrprämie 
irgend eine Annahme gemacht wird. 



Digitiz 



,yCoogle 



186 V. Die AnwendougeD der Wahttoheinlichkeitslebro im VersioiienmgBwegen. 

ücter dem mathematischen Risiko versteht msit min einen Zuschlag, 
welcher die Rückrereicherung bis zur Höhe des zu gewärtigendeu Ver- 
lustes (irämlich der Differenz von versichertem Kapital and Prämie) 
ermöglichen soll. 

Besteht beiBpieUweise die Wahrscheinlichkeit p, die versicherte 
Summe C zu verlieren, dann ist Cp die Nettoprämie. Der Verlust 
des Versicherers ist sohin — wenn der Versicherungsfall eintritt — 
C — Cp, nnd weil der Verlust selbst die Wahrscheinlichkeit p hat, 
80 beträgt die ROckversicherungsprämie Cpq.^) 

Beispielsweise beträgt das mathematische Risiko im Würfelspiel 
auf das Erscheinen einer bestimmten Zahl '/3g des Oewinnstes. 

Das tür das mathematische Risiko za beantwortende allgemeine 
Problem lautet: Ein Versicherer will die möglichen Verluste bei A^ 
Versicherungen von der Wahrscheinlichkeit pj je mit der Versicheruugs- 
aumme C^; bei A^ Versicherungen von der Wahrscheinlichkeit p^ je 
mit der Versicherungsumme C^, . . . allgemein bei X^ Versicherungen 
von der Wahrscheinlichkeit p, je mit der Versicherungssumme Cj bei 
einem Rückversicherer sicher stellen; welche Prämie ist hiefür zu 
entrichten? 

Für den speziellen Fall, daß alle Versicherungen von einerlei 
Wahrscheinlichkeit und Versicherungssumme sind, ist es leicht zu 
lösen. Die Wahrscheinlichkeit nämlich, daß unter n Versicherangen 
gerade p Fälle eintreffen werden, ist I jp^^"^; die Prämie, die 
der Rückversicherer für diesen Fall verlangen wird, 

für 9 — B|) > 0, oder wenn man für (f = np + e setzt, 



\»P + «J 



^'qxi 



1) Durch das mathematische Biaiko erfolgt keineBwega die vollständige 
Sicherung dee TerBichetera. Zu dieser müfite der Versicherer vielmehr noch 
eine weitere Prämie einheben, damit auch dem Rückversicherer Qelegeiiheit ge- 
geben werde, sein eigenes Risiko xa decken; sodann eine Pi^mie, damit auch 
der zweite Bnckrersicherer bei einem dritten RQckrersicherer Deckung Snden 
könne usf. 

Die hierfür vom Vernoherunganehmei eiiizuhehende Gesamtheit der Piämien 
beträgt — wie man durch einfache Er^gungen findet — 

P=C[p+pq + pq'+pq' + ---]~Cp-^^r.C 
und kommt daher der versicherten Summe selbst gleich. 
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Die Gtesamtsnniiiie der Piämie P, welcbe demnach fßr irgend einen 
Verlast zu fordern ist, kommt gleich 



P = - 



edi!= |/^ - 0,3989 Ynpq , (V) 



oder rund 0,4ynpq. 

Im allgemeinen Problem ist der Verlost 

r= C,*, + C,^j + 1- C„e„ 

mit der Wahrscheinlichkeit 

dzi dz^ . . . de^ 



1 

HiersuB ergibt sich anmittelbar, daß an den RüokrersichereT fOt 
den Verlast V die Prämie 

)/? ■ . . 

za zahlen sein wird. Die Summe maß hierbei über alle t^, üy • ■ ■ ü„ 
genommen werden, welche überhaupt die Gleicbong V=-SCiZ, er- 
fOUen. Bei zwei verschiedenen äattangen von Versicherungen lautet 
die Formel för die Prämie 

Benützt man die Beziehung F= C^^^ -|- C^z^ zur Elimination Ton e^ 
und übergeht von der Summe zam Integral, dann erhält man zunächst 
für die Teilsunune 77 nach «j 



n-^-i^d,. 



Iz^ Je ^' dZf 



Nach einigen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung vielfach vorkommen- 
den Transformationen ergibt sich hieraus 

TT T^i^ C, - pr/j'r/v^ - i j 

Kommt endlich der Versicherer f3r jeden beliebigen (positiven) 
zwischen V=0 und F =■ ec gelegenen Verlust auf, dann ist auch 
die letztere Prämie noch über alle möglichen V zu summieren. Es 
resultiert schließlich als mathematisches Risiko: 



M - 0,3989 VC^l^p^qr+Ci%p^i . 
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' Die Ansdebnoi^; der Bechnung &af beliebig viele Yeraiclienmgeit 
ergibt als mathematiBches Risiko im allgemeinen 

jM-^yiqTÄ,, (VI) 

wobei die Summe über alle Werte von i -= 1, 2 • ■ • » zn erstrecken 
sein wird. 

Zu dieser Formel ist ^och das Folgende herrorznheben: Nach 
den Ansftlhrangen im vorigen Paragraph beträgt die Wahrschein- 
lichkeit, dafi för den Unternehmer ein zwischen und yY^C^i^p^, 



'/-'■'- 



gelegener (Gewinn oder VeriuEt eintritt: -7= f e~''dt; es beträgt ins- 
besondere die Wahrscheinlichkeit, daß der Gewinn oder Verlust sich 
in den Grenzen 0,3989 y£C,*X^,q, bewegt, 0,423. Durch das mathe- 
matisebe Risiko erscheinen sohin von der Einheit der EventnaUtaten 
0,214 Verlustfälle gedeckt. Weil aber die Gewinnfälle — also die 
Hälfte aller Yereicherungsfälle — überhaupt nicht zum Schaden des 
Versicherers ausfallen, so erscheint der Versicherer bei 1000 Fällen 
durch das mathematische Risiko in 714 Fallen vor Unterbilanzen ge- 
schützt. 

S 48. Anwendnoirm der Theorie dea mathematlsolien 
Blslkoa. Mau gebraucht die Theorie des mathematiBchen Risikos 
einerseits zur tatsächlichen Berechnung von Risiko - Prämien und 
Risiko-Üesetre», andererseits zur AuÜstelltmg gewisser allgemeiner vei^ 
sicherungstechni scher Prinzipien. 

A. In ersterer Beziehung ist zn bemerken, daß die Formel zwar 
zunächst nur für gleüAseitige Versicherungen ah verschiedenen Indi- 
viduen aufgestellt ist, daß aber für die Anwendung auf Versiche- 
rungen derselben Person zu verschiedenen Zeiten kein Hindernis be- 
steht, weil die VorauBsetzung für die Ableitung der Formeln die Un- 
ablmngigkeit der Wahrscheinlichkeiten ist und diese anch bei den 
letzteren Wahrscheinlichkeiten erfüllt wird. 

In der einfachen Kapitalversiehemng auf den Todesfall sind bei- 
spielsweise die Werte der versicherten Summen c, e*, e*, • ■ - e" mit den 
Wahrscheinlichkeiten Pi,Pa, Pa- ■ •,?„ in Rechnung zn ziehen. Hierin 
bedeuten ^ die Potenzen des Abzinsungsfaktors und 

P,'=W„ 

ft - (1 ~ tt-i)«),, 

j^ = a — w,)(i-wj)iPs 



,y Google 



Wk-cY 



§ 48. Anwendimgen der Theorie dea mathemfttisobeti Rüdkos. 189 

usw. Es ist aohin das mathematUche Kisiko (fOr P als der Eimnal- 
prämie für die Versichenu^ tmd c — 0,4) 

Mp - c V^{^ - P)%q, . (vn) 

Id der Leibrentenver»ieh^ning betr^en die veraichertea Summen 

1, 1+e, 1 + e + e', 1 + e+ e' + ■ ■ ■ + tf-' 
oder 

1— e l — e' 1 — e' 1 — e" 
1— e' l — e' l—e' l — e 
und das mathematische Risiko 

worin R die Einmalprämie fSr die Leibrente bezeichnet Wenn znr 
Umwandlung der letzteren Formel die bekannte Relation B — 
benfitzt wird, erhält man zunächst 

t=i,a,--->,-~ ' 
und hieraus die Relation 

Mn-^^Mp oder auch -Mf|^- (VIII) 

Das mathematische Risiko der Leibrentenversi^tentng kommt dem- 
nadi dem Produkte des mathematischen Risikos der TodesfäUversich&Tmg 
und des DifferenÜalquotienten der Le^renten- in die TodesfaRprämie 
^eich. 

Man kann den letzteren Satz ohne weiteres rerallgem einem. 

Alle Lebensrersicherungen lassen sich bekanntlich auf zwei Qrond- 
formen, die LeibrentenTersicherung oder TodesfallverBieherang zorfick- 
ffihren, weil sie der Ausdruck für die Bedingung sind, dafi eine ge- 
wisse gleichmäßige oder veränderhche Summe bis zant Eintritt des 
Todes oder mit dem Tode gezahlt wird. Und weil zwischen Leib- 
rente und Todesfallversicbenmg auch eine einfache Beziehung besteht, 
so ist die ZurückfÜhrung aller Formen der Lebensrereicherung auf 
eine einzige Orundform möglieh. Nun ist das mathematische Risiko 
nichts anderes, als der 0,4 lache Betrag der Wurzel aus der Quadrat- 
summe zwischen der Durchschnittsprämie und den tatsächlichen Ent- 
schädigungen, jedes dieser Quadrate multipliziert mit einem gewissen 
für alle Versicherungskombinationen gleichen Faktor p,qt. Daraus 
folgt aber, wie man beweisen kann, daß aus dem mathematischen 
Risiko irgend einer Yersichemngsart das einer andern Yersichenmgsart 
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gefunden wird, wenn man dos letztere durch den Differentialquotiepten 
der Prämie des ersteren in die Prämie des letzteren diridiert. 

Besteht nämlich zwischen den Prämien zweier YerBtcherongB- 
kombinationen die Beziehung 

n-f(F), 

dann maß sich w^en der vollständigen Unabhängigkeit der p^ die 
Leistung des Versicherers /t^ im i*™ Vereieherong^ahre nach der 
Versicherun^kombination f{P) als gleiche Funktion der Leistung Lf 
darstellen lassen. 

Wird nun das mathematische Risiko zur Prämie P mit Mp be- 
zeichnet, dann ist das mathematische Risiko znr Prämie f{F) 

Mym - cYsifiL;, - f{P)yp,q, . 
Wird auf der rechten Seite der Gleichimg von den Beziehungen 

fti,)-«.)+i,(^)^ und m-m + Fi^-ßs^^ 

Gebrauch gemacht, so erlült man unmittelbar 

M,„-cYs(L,-r)'Mr(lff 
oder endlich 

Mnn - %^r. (K) 

Wittstein hat in seinem mathematischen Risiko der Yersieherungs- 
geseUsehaften das mathematische Risiko der Leibrenten zu 47o n&ch 
der Sterbhchkeitstafel der Hannorerschen Lebenerersicherungsanstalt 
berechnet und als Risiko fUr eine Person gefunden: 

Altei Wert der pi^ MathematiBchea MathematiBcheB BiBiko 

nomerando Leibreute Biaiko in Prozenten zur Beute 

30 17,634 3,088 11,8 

40 16,463 2,088 13,5 

m 12,826 1,996 16,6 

60 9,723 1,814 18,7 

70 6,707 1,483 22,1 

80 4,367 0,971 22,3 

Als mathematisehes Risiko für die Todes&llTersichemng ergibt sich: 

Wert der Einmal- Kattaematii 

prämie BiBiko 

80 0,328 0,082 24,9 

40 0,413 0,082 19,8 

60 0,611 0,018 16,3 

60 0,688 0,011 11,1 

70 0,767 0,068 7,7 

80 0,84» 0,088 4,6 

Zusatz: Man kann aus den Formeln VI und IX nicht nur, wie 
oben, das mathematische Risiko einer Einedversichm^ng zu Beginn, 



Alter 
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sondern diesen Wert für den V^lattf der Yersichernng und schließ- 
lich das mathematische Risiko für einen Versicherm^hestand ermitteln. 
Derartige Entwickelungen, ebenso wie die Umgestaltnng der Formeln 
fllr die praktische Handhabung, gehören jedoch dem Qebiete der Ver- 
sicherongsmathemstik an nnd werden demnach hier nicht berück- 
sichtigt. 

B. Man kann auf Grund der Theorie Tom mathematiscbeu Risiko 
die Frage beantworten, wie groß bei einem YersicherungsabBchluß auf 
ein grofies Kapital die Summe sein dürfe, welche ein Versicherer 
auf eigenes Risiko behalten könne und welche Summe er remünftiger- 
weise in Rückversicberung gehen müsse. Stellt man nämlich den 
Grundsatz auf, daß duroh die Übernahme einer Versicherung das auf 
die Einheit entfallende Oesamtrisiko des Versicherax^sbestandes keine 
Steigerung erfahren dürfe, bezeichnet man das mathematische Risiko 
außerhalb des neuen Vertr^es mit cYÄ, die neu zu yersichemde 
Summe mit d, die Wahrscheinlichkeit für das rersicberte Ereignis 
mit p, endlich die gesamte Versicherungssumme mit S, dann ist das 
Verlülltnis des mathematischen Risikos zur Versicherungssumme vor 
Abschluß des Vertrages 

S ' 
das entsprechende Verhältnis nach Abschluß des Vertrages 



cVä + d*pq 
S+S 
und die Bedingnngggleichnng für das Maximum des Eigenbehaltes 



s~ s + s ' 

Hieraus folgt 

Für den Fall, daß bisher nur Versicherungen auf die Summe C und 
zwar in der Anzahl n geBchlossen werden und für alle Verträge die 
gleiche Wahrscheinlichkeit besteht, wird Ä = nC^pq, S — nC und 
endlich d =- — _ - j • 

In einem Versickerungsstot^ mit vÖUig gleichen und gleich wahr- 
scheinlichen Risken darf der Eigenhehtüt nicht die doppelte Summe des 
DurchsehniUsrisileos überschreiten. 
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Sechster Abschnitt 
Die The«rie der Aosgleiehiing. 

§ 49. Die Seflnltloii der Ausglelohm^f. In den Toraus- 
gehenden Kapiteln wurde auBeinandergeeetzt, auf welche Art man die 
wahrscheinliclisteii Werte von einzelnen Walirscheinlichkeiten ermittelt. 
Diese Methoden sind auch dann branohbar, wenn mehrere Wahrschein- 
lichkeiten, welche zu derselben Erscheinung, aber zu verBchiedenen 
Werten der nnabhängig Veränderlichen (des Alters) gebSren, be- 
obachtet werden sollen. Hierbei geschieht es nicht selten, daß sich 
die ^fiindenen wahrscheinlichsten Werte in dem Sinne widersprechen, 
daß in einer Wertefolge der anabhängig Yemiderlichen, för welche 
natoi^emäß das stete Wachstum oder die stete Abnahme der Funk- 
tion erwartet wird, Unterbrechungen dieser Za- oder Abnahme ,J)i8- 
kontinoitäten" konstatiert werden. Beispielsweise wird häufig in den 
Altersklassen der Absterbeordnung, für welche mit zunehmendem 
Alter eine stete Steigerung der Sterbenswahrscheinlichkeiten za er- 
warten ist, ein Schwanken der sukzessivea Werte mit steter Tendern 
mir Steigerung wahrgenommen. 

So hat sich für die lOOfachen wahrscheinlichsten Werte der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten in den Altem der Altersklasse 41 — 50 die 
folgende Wertereihe ergeben: 







Alter 




Männer 

GothMir Tafel, 8. u. ff. 
Tersicheniiigsjahre 


Männer mit QewisD 

(neu and alt) 

Engliaclie Eifahnmgeti 


41 


1,08 


0.90 


0,96 


42 


1,08 


0,86 


1,01 


43 


1,11 


1,07 


1,08 


44 


1,16 


1,01 


1,18 


M 


1,20 


1,13 


1,12 


46 


1,32 


i,ar 


1,21 


47 


1,16 


1,26 


1,28 


46 


1,43 


1,29 


1,89 


49 


1,40 


1,31 


1,41 


60 


1,67 


1,56 


1,53 
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§ 19. Die Definition der AuHgleichnng. 193 

Diu solches Schwanken ist in der franzüsischeu Tafel bei den 
Altern 48, 49, in der Oothaer Tafel in den Altem 44, 46 tind in der 
englischen Tafel im Alter 45 zn Terzeichnen. 

In dem vorliegenden Abschnitte werden Methoden gesucht, die wabr- 
s<^einlichsten Werte der Wahrscheinlichteiten nachträglich derart ab- 
zuändern, daß einer bestimmten Erwartung genügt wird. Man nennt 
jede solche nachträgliche Abänderung der wahmcheinlichsten Wert« 
eine Ausgleichung. Schon ans dieser Definition folgt, doA das Aus- 
gleichsproblem selbst gänzlich unbestimmt ist, weil die Erwartung an 
sich mannigfaltig sein nnd jeder «Irj der Erwartung ein vielfacher 
Ausdruck Terhehen werden kann. Nur eine Forderung dfirfte von 
allen Ausgleichem als zweckmäßig anerkannt werden, nämlich die, 
daß die ausgeglichene Reihe die Wahracheinlichkeit des gleichzeitigen 
Bestehens aller Beobachtoi^sresnltate mit Bficksicht auf die Erwar- 
tung zu einem Maximum macht. Man kann dieser Bedingung anch 
die Form einer Gleichung geben und letztere als Definitionsgleichung 
der Ausgleichung oder hnrzw^ als Auegleich^leichung bezeichnen. 
Ihre Ableitung erfolgt in nachstehender Art: 

Wenn in ii^end einem von n Werten (1, 2, 3, • ■ ■ ») der un- 
abhängig Veränderlichen beispielsweise in t unter l^ Yersnchen tf 
Ereigniszahlen beobachtet wurden, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
diesem Ergebnis ein Wert der Wahrscheinlichkeit i/, zugrunde li^t. 

Hierbei ist auf die Erwartung noch keinerlei Rücksicht ge- 



Um zu einem analytischen Ausdruck für diese zu gelangen, 
wird man zu erwi^en haben, daß sie füglich auf keine andere Quelle 
als die Erfahrui^ zurückgeführt werden kann nnd diese wieder nur 
in einem Wahrscheinlichkeitsurteile den Ausdruck zn finden vermag. 

Fflr ein solches hat man bisher zwei, zur weiteren analytischen 
Behandlung taugliche Formen aufgestellt und zwar: 1. Die Erfahrung 
reicht zur Fundierung eines bis auf wenige völlig willkürUche Konstante 
bekannten Gesetzes (beispielsweise die Erfahrui^en rücksichthch der 
Absterbeordnung zur Fundierung der Qompertz-Makehamschen Formel) 
ans. 2. Es wird gemäß einer vorauE^henden Erfahmngsreihe einer 
bestimmten Beziehung von Nachbarwerten, ^so den speziellen Werten 
f», ^{t, ^*^, . . . .^*/t von y, j^y, ^y, . . . tJ^y, eine größere Wahr- 
scheinlichkeit als anderen dieser Beziehungen beigemessen und es 
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194 ^- l^e Theorie der AuBgleichung. 

nimmt die Wahrscheinlichkeit jeder anderen Beziehong mit steigenden 
Differenzen y — fi, •äy — ^(t, . . . ^*y — ^^y. ab. 

Um die Änsgleichsgleichang fOr die erstere Form der Erwartung 
auizustellen, kann man unmittelbar von dem obigen Ausdruck für 
Wf ausgehen, indem man festsetzt, daS unter den y^ keine anderen, 
als Funktion^ der zugelassenen Funktionsfofm vorkommen. 

Es ist dann die Wahrschebdichkeit, daß den Beobachtni^en in 
den gegebenen n Punkten die Wahrscheinlichkeitswert« y^, y%, . ■ ■ y„ 
zugrunde li^en: 

Nach der Natur der Exponentiellen, nur dort ein Maximum zu 
besitzen, wo das Argument ein solches aufweist, wird es zweckmäßig 
sein, die Masimnmbedingung nicht direkt, sondern för den Auedruck 

2 log W^ -yj [t, log y, + {l, - t,) log (1 - y^) 

+ logrfy* - log/" y/' (1 - y^"* - ■' dyj 

zu entwickeln. 

Eine derartige Mazimumbedingung wird aber durch die Yariations^ 
rechnung formuliert. Die größte Wahrscheinlichkeit findet sich näm- 
lich unter jenen Funktionen, welche die erste Variation der rechten 
Seite zu Null machen. 

Nachdem das bestimmte Integral unter der Summe ' , ' ' , 
demnach konstant ist, so lautet die Ausgleichsgleichung 

i(i + |£|)*.,= i?5;iri:^(|-^*^-o. (D 

Setzt man hierin y- ■=• w^ also dem wahracheinlichsten Werte der 
Wahrscheinlichkeit, gleich und wählt fHr —t^zl — T "^ «r8**r Näherung 
— TTZZ — \ °^ Po ^^ Gewicht, so übergeht die Ausgleichsgleichung in. 

Die weitere Behandlung dieser Form kann nicht ohne Berück- 
sichtigung der speziellen Natur der erwarteten Funktion erfolgen. 
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5 49. Die Definition der AuBgleichTiiig. 195 

Zur Axifstellung der ÄTisgleichegleichung für die zweite Form 
der Erwartong wird man ziinächBt einen Ausdruck tßx die Wahr- 
scbeinliolikeit irgend eines Systemes y^, Jy, . . . ^^^ festsetzen mfiasen. 
Ist derselbe 

9(^0 ^^i) ■ • ■ ^*y() = y-j 

dann ist die Wahrscheinlichkeit für yf gemäß dem Zusammentreffen 
oder der- gleichmäßigen Benützung der alten und neuen Er&hruag 

», - »,"(1 - »y-" v,!«, ■■ß," (I - »^''-"äy,. 

Wird wieder die gemeinsame Wahrscheinlichkeit fOr das Zu- 
sammentreffen der alten und nenen Erfahrung in ^en Beobachtungs- 
punkten gesucht und variiert, so erhält man als zweite Form der 
AuBgleichsgleichung : 

2 i>* («'* - !'') *^* + ^ ^°S 9i\ = 0. 01) 

Eb ist selbstversfändlich mißlich, auch diese Form noch zu rer- 
allgemeinem. 

Würde beispielsweise mehr als eine Erfahmngsieihe der neuer- 
hchen Beobachtungsreihe vorausgehen und jeder derselben eine andere 
Beziehung unter den Nachbarwerten entsprechen und wären beispiels- 
weise die wahrscheinlichsten Werte von tff, ^y^, . . ., z/*yj in der 
ersten Erfahrungsreihe p,', ^/t/, - - ., -^*(»/, in der zweiten Erfahrungs- 
reihe p,f', ^ii^'f . . ., ^^lii" usw., 80 würde die Ausgleich^leichung die 
Form 

^[Pi(f^i-yt)Syt+siog,p;-i-siog<p;'+öiogip;' + -q = o (in) 

annehmen, wobei qo/, (p", tp,'", ... die Wahrscheinlichkeiten für ge- 
wisse Werte der jjy, ^'y, . . . bedeuten, die sich aus vorausg^angenen 
Beobachtungsreihen entwickeln. 

Endlich kann man noch die L und II. oder die I. und III. Aus- 
gleichsgleichuug mit einander verbinden, indem man festsetzt, daß die 
Form der Funktion bestimmt ist und Überdies Beziehungen zwischen 
den jeweiligen Werten der Abweichungen der Eonatuiten von ihren 
wahrscheinlichsten Werten existieren. Sind die Konstanten von y. 
a, b, c, . . ., und die wahrscheinlichsten Werte %, ft^, Co, . . . dann ist 
leicht zu sehen, daß die Ausgleichsgleichung die Form annimmt: 
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196 'VI. Die Theorie der Aiu^Ieiohimg. 

TTorin die Fnnktion x ^^ Wahrscheinlichkeit jedes Systeme der Ab- 
weichtingen der Konstanten von den wahncheinlichsten Werten bedeutet. 

Mit der Aufetellui^ der obigen Ausgleichsgleichnug sind weder 
die Formen erschöpft, welche man bisher der Erwartung gegeben 
hat, noch auch alle Methoden darstellbar, welche in der Literatur be- 
handelt werden. 

In eisterer Beziehung ist zu bemerken, daß von dem* Problem 
der Ausgleichung Tieliach die Herstellung einer gewissen Eontinuität 
der Ei^ebnisse gefordert und als solche deren stete Zu- oder Abnahme 
bei wachsender unabhängig Veränderlichen rerstanden wird. Beispiels- 
weise hält Wittstein den Bedingungen der Ausgleichung genüge getan, 
wenn die Bohbeobachtungen — die wahrscheinhchsten Werte der 
Wahrscheinlichkeiten — unverändert belassen und nur nach der Größe 
geordnet sind. Dies würde in der oben reprodozierten Strecke der 
Absterbeordnung nach den englischen Erfahrungen ledi^ch die Um- 
stellung der Sterbenswahrscheinlichkeiten fOr die Alter 44 und 45 
erfordern. 

Für die eindeutige Lösung des Ausgleichsproblems ist damit jedoch 
nichts gewonnen. Wenn nämlich keine andere Bedingui^ die wahr- 
scheinlichsten Werte verknüpfen soll, dann unterliegen derartige Er- 
gebnisse der Ausgleichsgleichung II; diese muß aber, weil die Be- 
dingung einer nicht näher deünierten Kontinuität die Sg> vollständig 
unbestimmt Kßt, Glied für Glied erfüllt sein, woraus für jff = w, folgt. 

Die hohe Entwickelung der graphischen Äusgleichamethode, bei 
welcher die geometrisch verdeutlichten wahrscheinlichsten Werte durch 
einen kantintiierlichen Kurvenzug verbunden werden, spricht nicht 
gegen diese Behauptung. Die Methode erhält nur dann einen Inh^t, 
wenn der Ausgleicher einen solchen durch seine Erfahrungen auf 
diesem Gebiete in die Operationen zu legen verm^. 

Anlangend aber die bisherige Darstellung der gebräuchlichen 
Methoden der Ausgleichung ist zu beachten, daß die übeip-oße Mehr- 
zahl der Ausgleichsformeln nicht aus den oben abgeleiteten Ausgleichs- 
gleichnngen, sondern aus anderweitigen Prinzipien entwickelt wird. 

Weil jedoch in der Ausgleichstheorie ohne vorherige Feststellung 
eines grundlegenden Prinzips Willkür walten mnß und sich vor allem 
kein Maßstab für die Berechtigung einer bestimmten Ausgleichsform 
ergeben kann, so werden an dieser Stelle zunächst nicht die Motive 
des Urhebers jeder Ausgleichsform berücksichtigt, sondern wird um- 
gekehrt der Versuch unternommen, die gebräuchlichen Methoden an 
den oben entwickelten Ausgleichsgleichungen zu rechtfertigen. 
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§ so. Die Ei]it«ilnug der Aasgleicbnuetiioden. 197 

§ BO. Sie BlutaUtuv der Ani^lelohamethoden. Nachdem 
die m. Aasgleichsgleichmig als eine Kombination d«r I. und 11. nnd 
die IT. Auagleichsgleichnng aia spezieller Fall der II. AnegleichB- 
gleichnng anzaseheu ist, bo gelangt man prinzipiell nur zu zwei Ter- 
echiedenen Gattungen von AuBgleictsmethoden. Jede derselben ist 
aber noch einer weiteren Unterteilung fähig. 

Man bann nämlich die Änsgleichsgleichung ereilt denken, indem 
man entweder dieselbe im ganzen zu NuU macht oder die über alle 
Beobachtnngswerte zu erstreckende Summe auf der linken Seite der 
Gleichung in Teilsummen zerlegt und jede fQr sich erfüllt denkt. 

Beispielweise kann die Äusgleiehsgleichung I erfüllt werden, 
indem man 

_2 p* ^'^' ~ ^i) ^y* "2 p* ^^* ~ y^ ^y* — 

(*_!),+ 1 

setzt und jeder Teilsumme für sich zu geaOgen trachtet. Auf diese 
Art gelangt man demnach zu vier Fällen der Ausgleichung und zwar: 

1. Es sind alle beobachteten Werte einem bestimmten Gesetze 
unterworfen nnd es ist dieses selbst bis auf wenige Konstante^ über 
welche keinerlei Vorausaetzung besteht, bekannt. 

2. Es ist aus der Erfahrung für alle Werte der Erscheinung 
eine Erwartung abgeleitet worden, welche sich durch eine Wahrschein- 
lichkeitsfunktion für eine oder mehrere bestimmte Beziehungen zwi- 
schen Nacbbarwerten ausdrückt; in der Äusgleiehsgleichung soll die 
Erwartung und die neue Beobachtung gleichnüßig berücksichtigt 
werden. 

3. Ein suB der Erfahrung abgeleitetes Gesetz ist för dieselbe 
Konstantengruppe immer nur innerhalb eines bestimmten (einheit- 
lichen) Bereiches brauchbar; die Konstanten ändern sich von Bereich 
zu Bereich. 

4. Es ist aus der Erfahrung für alle Wertgruppen von je v Werten 
je eine bestimmte Beziehung zwischen Nachbarwertea bestimmter Wahr- 
scheinlichkeit gegeben; man hat die Ausgleichung fdr den Fall zu 
suchen, daß die speziellen Bedingungen in jeder Wertegruppe nach 
den Erhebungen für diese besonders geregelt werden. 

Alle diese Aufgaben können entweder allgemein oder unter ge- 
wissen Einschränkungen für die Willkürlichkeit der Variationen gelöst 
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198 VI, Die Theorie der Änagleichnog. 

werden. Solche EinBchrEakimgen ergeben sich entweder mit Rück- 
fiiclit auf die Wesenheit der ErscheinimgeQ oder sind der Verein- 
f&chong der Rechnungen dienlich. Zu den ereteren zählt beispiels- 
weise die Forderung, daß die Summe der beobachteten und aus den 
auBgeglichenen Werten berechneten Toten- einer Absterheordnung im 
ganzen oder für bestimmte Bereiche gleich sein müsse; zu den letz- 
teren, daß einzelne unter den Konstanten ron der Variation auszu- 
nehmen seien oder daß durch die Konstanten die Äusgleichsgleichung 
in mehrere Teil^eichungen zerfällt wird usf 

Die Ausgleichsaufgaben sollen nach dem eben gegebenen Schema 
behandelt werden; doch kann man selbstversfündlich noch andere Ein- 
teilungsgründe fSr die Aasgleichsmethoden festsetzen. 

Die letzteren können verschiedenen Zwecken dienen. Einige 
Ausgleicher streben durch das Ansgleichsverfehren der wahren Er- 
scheinung (d. i. der Erscheinung, ans welcher die Beobachtungsfehler 
eliminiert sind) näher zu kommen, als dies in der Reihe der wahr- 
scheinlichsten Werte der Fall ist; andere suchen diese für gewisse 
praktische Zwecke durch Abänderung tauglicher zu machen. Das 
Letztere wird in der Regel durch Elimination aller Diskontinuitäten 
(der Unterbrechungen des charakteristischen Werteverlaufs) in der be- 
obachteten Funktion erzielt. Es sollen die ersteren Terfahrongsarten 
den Namen der Tafelamgletckung , die letzteren den der Tafd^ymmg 
oder der mechanischen Ätisglekhung führen. 

g BL Dar erste Fall der Aiu^lelohimg. Der erste Fall 
der Ausgleichung wird durch die komplette Gleichung I, also durch 
diese Gleichung ohne Teilung gewonnen. 

Ist das der Erscheinung zugrunde liegende Gesetz in der Form 
y ~f(<hj 'hf ■ j "»!*) Sieben, worin 01,03,..,, o, völlig unbestimmt 
gelassene, willkürliche Konstante bedeuten, dann folgt f^r 

Die Definitionsgleichung zerfällt aber wegen der vollständigen Will- 
kürlichkeit der Variationen der Konstanten in v Gleichungen der Form 

istauten not- 
teiten, wenn 
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Das Gleiehungssystem ist zur Bestimmung der Konstanten not- 
wendig und hinreichend. 

Seiner Lösung bieten sieh außerordentliche Schwierigkeiten, wenn 
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die Funktion f, wie allentlialbea in der Statistik, nicht eine ganze, 
lineare Funktion der Eonstuiten ist Es lä&t sich jedoch auch in 
diesem Falle stete ein Weg angeben, auf welchem man die letzter«! 
durch lineare Gleichungen bestimmt. Werden nämlich fBr sie zu- 
nächst Näherungswerte ermittelt, wird die Funktion nach Potenzen 
der sehr kleinen und unbekannten Ergänzungen der Nähemngswerte 
auf die besten Werte entwickelt und die Entwickelang mit den Glie- 
dern erster Ordnung der Kleinheit abgebrochen, dann kann man 
das urspr&ngliche Gleichungssystem durch das der Er^nzungeu er- 
setzen. Dieses ist aber linear. 

Im folgenden soll das damit skizzierte a%emeine Ansgleichs- 
Terfahren au dem Beispiele der Aus^eichong der Absterbeordnungen 
nach der Gompertz-Makehamschen Formel entwickelt werden. Diese 
letztere wird von den meisten Fachmännern nach demselben Schema 
nnd zwar in derart TOi^enommen, daß man die Näherui^swerte der 
darin enthaltenen Konstanten nach dem Ver&hren von Kii^ (§ 53: c) 
ermittelt und die Ausgleichung nicht unmittelbar an den beobachteten 
Werten, sondern an einer Fimktion derselben vollzieht. 

Zur Erörterung der Rechnung werde angenommen, daß sich 
die Zahl der Lebenden X, durch kS'g^, die Lebenswahrscheinlich- 
keit 1 — w^ durch sff^^~^\ und der Logarithmus der Lebenswahr- 
scheinlichkeit log (1 — w^ durch 

log s 4- 3* (2 - 1) logj? - ^ + Br 
ansdrficken lasse, ferner, daß die Kingsche Methode für die Näherungs- 
werte Ton 1c, s, g, q, A, B die GJrößen k^ s^ g^q^A^B^ ergeben habe. 

Die weiteren Rechnungsoperationen werden nicht an den Leben- 
den oder an den Sterbens Wahrscheinlichkeiten, sondern an dem Loga- 
rithmus einer der beiden Gb-ößen vollzogen. Dies führt nur insofern 
zu Weiterungen, als die Gewichte sich entsprechend ändern. Die 
Größe derselben ergibt sich aus dem Wittsteinschen Satz. Derselbe 
lautet : 

Wenn p^ das Gewicht zur Bestimmung des Wertes w^ ist, so ist 
das Gewicht für f(w^ durch den Ausdruck p^ : ( } ) gegeben. 

Aus der Ansgleichsgleichung folgt nämlich unmittelbar die Bicht^- 
keit der Gleichui^ 

[Pxiyx ~- ■"'i)*] = Minimum. (VI) 

Für das unbekannte Gewicht i*, von /"(wj muß die Beziehung 
[■P«(/(y«) - /"(w,))'] - Minimum 
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besteht; wird nun f(tf) = f{w + y — w) nach der Taylorschen Reihe 
entwickelt ond werden hierbei alle höheren Potenzen TemachläBBigt, 
weil w immer sehr nahe an y gelegen iat, so erhält man 

m-f{>')-(s-«')li 

nnd als Minimnmbedingnng 

[P, (j^\ (y, — wj'] — Minimum. 
Die Koexistenz mit der (Gleichung Vi erfordert, daß 

Speziell ist das Gewicht der Funktion 

log (1 - wj der Ausdruck ^ '^ ^ (1 - wj^ = ^*~^ = -Tt- 

Die Äusgleichsgleiehung zur Oompertz-Makehamschen Formel 
lautet sodaim 

[^c Oog (l — tcJ~A~ B^)*] = Minimum, 
und wenn man A = A^ + a, B = 1}^ + ß, q'~qo + y gleichsetzt, 
[r^(logl~w^—At—Sa-qo'-a~ßqa'-YB^xqa'-^y]=mmmum. (VU) 
Führt man zur Abkürzung für log l — lo^ — A^ — B^- q,,' ~ u^ und 
far ^—^ die neue Unbekannte d ein, differenziert die Gleichung je 
nach «, ß, S und setzt das Resultat jeweils Null, dann erhält man 
die 3 Bedingui^sgleichungen fQr den Eintritt des Minimums (die 
Normalgleichungen) : 

« [rj + ß [r^q,'] + ä [r^^v] = [n«J 

« ir^^So'] + ß l J;a:3o''] + S [r^x'q,'^] - [F^xq^'u^. 
Der Effekt der Methode soll noch ziffernmäßig (an der Tafel der 
20 englischen Gesellschaften) illustriert werden. In der nachfolgenden 
Tabelle sind zum Yei^leiche die Rohzahlen, die Aus^eichswerte nach 
King und die definitiven Werte riicksichtlich eines Teiles der zwischen 
den Altem 17 und 83 bebandelten Absterbeordnung zusammengestellt: 
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I»l»Dde 


ToW 




nach ElDB 


deflniHTe 


S6sie,ö 


295 


0,008S1 


0,00862 


0,00869 


36810,5 


326 


0,00886 


0,00886 


0,00891 


87360 


367 


0,00966 


0,00910 


0,00916 


37804,6 


389 


0,01029 


0,00937 


0,00942 


38113,5 


106 


0,01068 


0,00969 


0,00972 


$ei»& 


377 


0,00987 


0,01001 


0,01003 
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I:abeiide 


Tots 




378S8 


396 


0,01047 


07258,6 


39» 


0,01071 


86584,6 


387 


0,01069 


86693 


421 


0,01180 


84786,6 


129 


0,01286 


38660,6 


421 


0,01261 


82602 


460 


0,01416 


31226 


uo 


0,01409 


30066,6 


469 


0,01627 


28866,6 


476 


0,01660 


27610,6 


479 


0,01741 


26208,6 


44S 


0,01702 



■aigcglloben d«flsltlT« 

uub Eing Auglslolinng 

0,01038 0,01089 

0,01081 0,01077 

0,01122 o>011SO 

0,01172 0,01166 

0,01224 0,01217 

0,01281 0,01278 

0,01346 0,01834 

0,01416 0,01401 

0,01490 0,01476 

0,01672 0,01666 

0,01666 0,01644 

0,01764 0,01741 

Den ausgeglichenen Werten liegen die Näherungen 
log ffo - 0,03965686 q^ = 1,0956122 

log 5„ = 0,9995432-1 

log St, = 0,997310673 A^ - 0,997310673 

log *■„ - 4,0404723 B^ = 0,9999563244 - 1. 

und die Ei^lnzungen 

tt 0,000108618 

ß = 0,00000529261 
y — 0,00182731, 
zngnmde. 

Die ehen entwickelte Methode bietet techniech in zweifacher Be- 
ziehung besondere Schwierigkeiten. Die Formeln VIII haben auf der 
rechten S.eite durchwegs Summen tou abwechselnd positiven und nega- 
tiven Gliedern; die Unterscheidung der Zerchen ist Quelle mannig- 
fachen Irrtums. Erwagt man jedoch, daß 

[r.«J - [r, log (1 - «.,)] - A, [rj - B, [r^q,'] 

[n«o'«J - [^20^ log (1 - wj] - A, [r,V] - -Bo [r.^o*'] 

[r^qo'u^x] - [r.v^ log (1 - wj] ~ A^ [r^Qo^x] - b^ [r^q^'y], 

femer, daß die Summen auf der rechten Seite dieses Systeme nur 
aus gleichbezeichneten Gliedern bestehen, endlich, daß [fj, [r'^ffo^'l 
[^tSa''}> i^x^o'^] '^^ L^.5o*'*J bereits auf der linken Seite des 
Gleiehungssystems Ylll entwickelt sind, dann erscheinen alle drei 
Werte auf der linken Seite des letzten Systems auf drei nene, ans 
lauter gleichbezeichneten Einzelgliedem znaammengesetzte Summen, 
nämUch [n log (1 - wJl [r,q^' log (1 - «7,)], [r,q,,'x tog (1 - t*J] 
zurückgeführt. 

Im allgemeinen wird die Auflösung der Nonualgleichongen nicht 
sofort znm Ziele fahren, weil die Voraussetzung, daß die Ei^^inzungen 
tt, ß, y sehr kleine Größen sind, vielfach nicht statthat, sondern es wird 
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303 - ^ Di« Theorie der Atugleiohoog. 

das Yerfahreii ein oder mehrere Male wiederholt werden mflesen. Um 
von Tomherein mit starken Näherungen in die Rechnung einzutreten, 
empfiehlt es sich zunlU;hs% nur den Wert von q^ nach dem Yer&hren 
Ton Eing zu ermitteln, danach die beiden Werte Ä und £ nach 
der Methode der kleinsten Fehlerqnadrate unmittelbar zn entwickeln 
(§ 53: a) und mit diesem solcher Art erhaltenen Systeme von Nähe- 
mi^swerten die Rechnung dorchzufOhren. (Bofimanith, die Terechie- 
denen Methoden der Anwendung der QompertZ'Makehamachen Formel, 
Wien 1906.) 

Eine Methode endlich, unter der Annahme zu ausgeglichenen 
Werten zu gelangen, daß sich die „Aasgleichsfunktion" in eine 
Taylorsche Reihe mit stark abfallenden Gliedern entwickeln läßt, hat 
Fearson beschrieben. 

§ 62r-Aiiaglelohii]isr Paarsoiu doroh dl« Knrvmunommte. 

Wenn in der Aosf^eiehsgleichnng I von den Gewichten abgesehen 
und TOn der Summe zum Int^pral übergegangen wird, dann besteht 
die Gleichung „ 

/ (y — w)* dx = Minimum. 

Als Minimnmbedingung ergibt sich sodann 
f{H-w)Sydx = 0. 
Wird nun angenommen, daß dem AnsgleichsgeBetz eine Funktion von 
n Parametern zugrunde liegt, so wird man schreiben können 

wobei der Rest selbst wieder als eine Funktion der » Konstanten. 
Rq,«, ■ ' - a„_x anzusehen ist. 

Führt man in die obige Summe 

8y - Sa„ + ictfo, + ^ ffos + • 

ein, so erhält man ein System Ton Gleichungen der folgenden Art 

1 ydx = f wdx — j (^ — tv)„— dx, 

f yxdx = I wxdx — f (y — w)w—dx, 



jyx''~^dx= f wsf'^dx —(n — iy. I (y - 
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Die Integrale auf der linken Seite der 61eicltiiiig werden als 
Earrenmom^ite der the&retisehen, die ersten Integrale anf der rechten 
Seite der äleichnnR aia Eurrenmomente der beobachteten Kurve bezeichnet. 

/SS 
(y — M)) g — dx mÜBsen stete klein bleiben. Einer- 
seite enthält jedes Integral die nach der Yoraussetznng sehr kleine 
Größe (y — w), andererseita muß auch der Faktor 5 — als das differen- 
zierte Bestglied sehr klein sein. Bei Vernachlässigung der zweiten Glieder 
auf der rechten Seite der Gleichung gewinnt man die Beziebungsglei- 
chungen zwischen den theoretischen nnd beobachteten KarTenmomenten. 

Man kann nun diese Gleichungen unmittelbar zur Berechnung 
der unbekannten Enirenpartmieter Terwerten, indem man ebenso viele 
Momentgleicbungen benfitzt, ab es Parameter gibt. 

Die Berechnung der Eurvenmomente begegnet insofern einer 
Schwierigkeit, als sich aus den beobachteten Werten unmittelbar nur 
die Syaf, nicht aber die Integrale darstellen lassen. Die ÄnsfOhrung 
der Rechnung erfordert somit eine Belation zwischen Integral nnd 
Summe. Solche sind in der Literatur vielfach bekannt (die Formeln 
von Simpson, Weddle usf.). PetoBon hat die nachstehende Beziehung 
zwischen dem n*™ Korreumommte nnd der n*^ and den voraus- 
gdjenden Summen entwickelt. 

Zerlegt man die Kurve in so viele Abschnitte gleich großer 
Abszisäenstttcke, daß die Abschnitte &Bt geradÜBig verlaufen, dann unter- 
li^n die Kurvenmomente eines Abschnittes der folgenden Beziehung: 

M„ -fiafdx = ^-^ ■/[!/, + * (y, - yO] [a^i + » (ic, - x,)f d» 
_ Vt — gl a^;"^" — 4"^' , yi^i — y.jg, xV 



«-i-i • 

Sondert man die rechte Seite der Gleidiung nach y^ und y, und 
führt die Relation x^ = c-^ x^ ein, dann findet man 

-».(fr + li»;"'«" + ^^^^''^r'»' + ■ • ■) 

und endlich durch Sommierung über alle Kurveuabschnitte 



ßx 



„(.-l)(.-;)(, 



+ "'— "'•7 '""-'" q-''^ + --- 



(K) 
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Speziell laoten die vier eisten Korveimioiueiite M^, Mi, M^', Jf,', J//, 
wenn Sy^f — W, genannt nnd fflr x —'Tc gesetzt wird: 

M,' - c'N^, 

oder wenn man durch die erste Gleichung hindurchdividiert nnd die 
Quotient^ s^ mit /t/, y-, mit i>/ bezeidmet: 

f*a' = «'(< + -§-*'>') ' 

Aach diese Oleichnng kann mau noch allgemein transformieren, indem 
man die Enrvenmomente ,^" von der Abszisse N^ : N^ aas bildet nod 
diese letztere in den Koordinatenanfangspnnfet verlegt. 

Verwendet man zu diesem Zwecke die leicht veiaiändliche Gleichmig: 

|t. - f»; - (i)/*Uift; + (a)/»-*;*!'- (g);»--»/!' H 

so findet man scddießlich das Gleichungssystem: 

c-o, 

ft-w«,- -<' + !), 

(IX.) 

(*i = c*(v/ — 4v^'vi' + 6»','»'i'' — 41*,'* + Vg' — v,'* + ttI . 

1. Beispiel. Ffir die Binomialreihe ergibt sich ohne jede 
Schwierigkeit: 

-£«', = 1, 

£{x — np)w^ — 0, 

I!(x — npyw^ ■= npqc^, 

E(x — «p)'w, = — np^c'iq — p), 

2:(x — np^w, — npq\ß{n — 2)pq + l]c* 
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§ G9. ATiBgleiclraiig PeatHons doich die Knrrenmomeiite. 305 

und somit 

^* = ^(ä+^PsCSC«-^? + 2]) ■ 

Setzt man npq =■ s, —. = ß, und ^ — ßi, so erhält man zur 
Bestimmung för e: 

^(6 + 3ft-2ft) + .'(l+iA-|ft) 

und hieraus c,n,p und 9. 

2. BeiBpiel. Zur Bestimmung der Konstanten der Funktion (Vei^l. 
Seite 165) /^ , xyt/. xy^ 

fährt man zunächst die Zeichen «^ + Kj = &, va^ = m^, va^ — m^ 
g _ -- ^''' ■, ij "■ So ' B^ m. ^^"^ """^ erhält sodann 
y = ^2^(1 — ä)'^. 

Das Kurvenmoment k(iJ, gezählt von x = % bis a; = a, und be- 

1 
zogen auf x = — Oj als Anfangspunkt (wenn ii^ = a = ijbj ^(1 —sy^de) , 

kommt gleich: 
Hieraus folgt sofort 

„■_ >(-■+') 



„ . ,. (m,+lK«,+8)K+3) 

1^ »(»,+«, + !){», +m,H-S)(m,+ m,+l)' 

. u (», + l)(m,+2)(».+»)(m, + 4) 

l*' ~ "^(m, +«, + !)(™, +m, + 8)(™, +^ +4)(m, +m, + 5) 
imd fSr die aof das Maximum der Eurre bezogenen Momente a^„, 
wenn man Ton den Abldlrzungen fft^ + 1 =»»»,', »Ij+ 1 — »Ij', »»i' + JBj' = r 
Gebraueil macbt, 
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206 VI. Die Theorie der AuBgleichung. 

6'w,'iw,' 
2b'«i,'w4'(iit,' — m ,*} 

" •■'(•■ + l)fr+ä)('- + 3) 

Bezeiclinet man endlich unter ä, ~-^, ä, — ^, c ~ fn,'nt,', 
dann gewinnt man zunäcnst 

. t(f'-i.)(r+l) 
ft- ,(-■+!)■ ' 



Bodann snkzessiTe 



(r+l)[8r' + .(r-»l] 
■(•■ + 2) <>■ + ») 



ft- 



* + tA- 



(r + 2)" 
f+1 

6-4l/c.tf,('- + 2)'+16(r+l)], 

und endlicli Meraus v, (k,, Og, 

3. Beispiel. Zur Bestimmung der EoDstanteu der Gompertz- 
MakehamBcliea Sterbeformel l^ =• kS'c^ kann man zunächst den Eo- 
ordinatenanfai^^spniikt in den Mittelwert des aaszngleiclieiideD Stückes 
verlegen, sowie den konstanten Faktor ß (eine ganze Anzahl von Jahren, 
durch welche man die Absterbeordnnng beiderseits vom Mittelwerte 
Xg verfolgt) einfahren und gewinnt hierdurch: 
«; 

wenn s' = 3", ^ — ^, g" = 5' und Ä' — }iä^ bedeuten. 

Durch beiderseitiges Logarithmieren der Oleichung erhält man 
sodann 

log l^ = log *' + - log s' + q" log / 

oder unter Benützong leicht deutbarer Zeichen 

im; 

x^ = .e: + ^s + c " G. 

Hieraus eingeben sich für a = 7 und x' = x nun unmittelbar die 
folgenden Momentglöiehungen 
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§ 52. AiugleichiiQg PoanonB ducch die Earveninoiiieiit«. 



^ - Mo -_/i.<ia: - M + |j (e- - «-) 



~ T 
T 

^ r_tT j -ffi" , öi'r/^ »\ 2(6"+«-") , 2(^-6-")^ 

~T 

+ ^(«"+s-)-^.(«'-e-)], 

■welche sodann zur Bestimmung der K, S, G und n ausreichen. 

Wenn man etwa aus den 4 Gleichungen die GrSßen S, G, K eli- 
miniert, dann erhält man eine transzendente Gleichung in n, welch© 
in verschiedener Art — eventaell durch die Xewtonsche N&herungs- 
methode — aufgelöst werden kann. 

Mit welchem Erfolge diese Methode verwendet wird, zeigt das 
nachfolgende, an den Torläufigen Ergebnissen der AhBterheordnung 
für österreichische Versicherte durchgefQhrte Rechnungsbeispiel: 

Altan- Aniiüü d« TodutUle .»..„ DUfenu banolmet bsi AawsndDiig 

DUfanni der kleln.iei. QD»d«le 

168 — 84 



28-84 


2277 


2480 


36—89 


3300 


3370 


40—44 


4629 


4597 


44—49 


6669 


6633 


60—64 


6616 


6S70 


65—69 


7008 


6809 


60—64 


6646 


6856 


66—69 


6866 


6348 


70—74 


4890 


4049 


86—79 


8068 


3073 


80-84 


1322 


1291 


85—89 


241 


266 



Summe 51913 61976 — 62 

(ßoßmanith, die Terschiedeneu Methoden der Anwendung der 
Gompertz-Makehamschen FormeL) 
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§ 63. D«r erste Fall der Aiugleioliiing unter Slnsohr&n- 
knng der WillkflrUolikeit der KonitenUn. a) Der FaU, daß 
einzelne Eonstante von der Variation vollständig ausgeschlossen wer- 
den, bedarf der besonderen Erörterung nicht. Die Ausgleichsanfgabe 
reduziert sieh sodann auf das allgemeine Problem der Yariatioa der 
übrigen Konstanten. Wenn beispielsweiBe in der Gompertz-Makeham* 
sehen Formel q unverändert bleibt, bezw. als aus irgend einer anderen 
ünterenchnng bekannt Toraasgesetzt werden darf, dann kann dae 
System der Konnalgleichni^en ohne jede vorbereitende Berechnung 
der Näherungswerte aus der Formel log (1 — wj = A + Bq' ent- 
wickelt werden. Dasselbe lautet 

[r, log (1 - «;.)] = A[r^ + B [r rj 
[r, log (1 - wj r] = ^ [r^r] + b [«'tj 

und führt sofort zu den besten Werten von A und B. W^en des 
großen Secknungserspamisses gegeni3>er der Außösung der Normcä- 
gleickungen fw aUe drei Konstanten hat man die BesUmmungstcdse m 
einem Verfahren für A, B und q catsgebüdet, indem man zu einem 
System nahegelegene q die zugdwrigen A und B berechnet vnd empir- 
risch bestimmt, eu welchen Wertesystem aller drei Konstanten die 
Meinste Quadralsumme der Fehler gekört. 

b) Der Forderung, daß bei korrekt ausgeglichener Äbaterbeord- 
nung die Summe der berechneten und beobachteten Toten immer für 
je ii benachbarte Beobachtnngspankte 

gleich sein müsse, wird entsprochen, wenn neben der Gleichui^ 

noch das System von — = tf Gleichungen ^fi(y, — M;()--0 erfüllt ist 

Zur Lösung des Problems kann man jede der Gleichungen des 
Systems der a Gleichungen gleichfalls variieren und aus den neuen 
Gleichungen *>> • , 

imd der Gmndgleichung irgend s Variationen eliminieren. Setzt man 
sodann die Faktoren zu den v — restierenden Variationen wegen deren 
vollständiger Willkürlichkeit Null, so erhält man v — ö neue Glei- 
chongen, welche zusammen mit den « Gleichnngen des Systems zur 
Bestimmung aller v Eonstanten der Funktion ausreichen. 
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In fibersichtlicherer Art wird das Problem allerdings gelöst, wenn 
man die G^leichungen des Systems der Heilie nact mit den Tollständig 
willkürlichen Konstanten l^, X^, Xg, . . ., l^ mvdtipliziert, das System 
mit der Gfnindgletchung addiert und die Faktoren sämtlicher v Varia- 
tionen Nnll setzt. Zusamt dem System von äleichungen erbält 
man v + e Gleichungen, aus welchen sich die Konstanten Oj, Oj, . . ., a, 
nnd i,, i,, . . ,, /„ berechnen lassen. 

Man hat aUgemein die Identität ewischen der beobachteten und 
rechnungsmäßigen Anzahl von Toten als ein Kriterium einer guten Aus- 
gleichsmeihode hingesielU. Nach den obigen Er&rterungen ergibt sich, 
daß man bei jeder bdi^ngen Fu^tion für die Absterbeordnung vmd 
entsprechende Beschrär^ung der Konstanten die erwähnte Bedingung 
erfüllen kann. 

c) King setzt Toraus, daß die Snmme der Beobachtungswerte 
in so viele Teilsammen gleich vieler Beobachtangswerte zerlegt wer- 
den kann, als die Äasgleichsfunktion Eonstante besitzt und daß die 
Ansgleichsgleichung für jede Teilsumme erfüllt ist. Fallen auf solche 
Art von den n = fi ■ v Beobachtungswerten je (i in eine Gmppe, dann 
lautet das System der Ausgleichsgleichungen: 



f « [y^ - 



t',)^y, = o, 



I-'- 



'.)iy.- 



. 0. 



HieranB ergibt sich mit Beziehnog auf die Orandgleichung 
und wenn man noch allgemein die Summe 



Px (Sx ~ ^x) a^ ^^^ %t bezeichnet, 



das System 






■ + ^i,^a^ = 
• + trttJa^ = 



»»,1^%+ m^^da^-\- ■ ■ ■ + m,^da^ — 0, 
sowie die Beziehung 

»Mjj, »l|| . . . W*!^ 

m,„ m„ . . . m,. 
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Das Verschwinden der Determinanten ist somit die notwendige 
Bedingung für das gleichzeitige Bestehen des obigen Systems ron 
Variationen. 

Dasselbe wird unter den verschiedeDsten Bedingungen und beiepiels- 
weise auch dann stattfinden, wenn ii^end eine Horizontal- oder Ver- 
tikalzeile oder ein System der ihnen adjnngierten Detenninanten a^^ 
verschwindet und demnach 

m,i = Wjj = . • . = #»,^ = oder m^ = m^^ = ■ ■ . = m^^ = 
oder 

t[(j = a„ ■= ■ ■ ■ =■ Oj^ = oder «ij = flji =■■■—' o,i — 0, 

Nmnt man mit Pearson ^p^y^^ das ^ theoretische, ^j>,w^-g-" 
!(J—l) * *0.-i) * 

das Itf empirische Kurvenmommt des »"" Systems, dami ergeben sich 
die beiden bemerkenswerten Sätze: 

1, Die Aasgleichsgleichung ist erfüUt, wenn entweder dUe theore- 
tisclim und empirischen Kurvenmomente dn und dessdben Systemes 
gleich sind oder die Differenzen ewischen denselben theoretischen und 
empirischen Kurvenmomenten in aUen Systemen verschwinden. 

2. Das Kingsche Problem ist nur ein spezieller Fall des aUgem^nen 
Problems, wonach die Kmistanten der Ausgleichsgleichung derart die 
Minimmnbedingang zu erfüllen haben, daß die allgemeine AusgleüM- 
gleichung i» (t für sieh verschwindender Teilstre(^cen 

eerfäUt. 

Die Eingsche Lösung des Problems setzt voraus, daß allgemeiit 
™n = ^ ^^^ ^^^ Gewichte konstant sind. Die Gompertz-Makehamsche 
Formel hat beispielsweise 4 Konstante. Teilt man die Gesamtsumme 
der Beobachtungen n Ober die Absterbeordmmg — die Gesamtstrecbe — 
in vier gleiche Teile zu je p Beobachtungen, dann kann man daraus 
vier Serien von Gleichungen entwickeln: 

log^«+* =log* + {a: + i)logs + g*+*logi' 
log i^+p+i — log Ä + (a; + i) + i) log s + y+p+' log g 
log l+sp+i= log k + (x + 2p ■]■ i) log s -f g*+äp+' log g 
log l+8,+i= log k + (a:+5p + i)logs + q'^^^*' logg, 
Aus denselben ergeben sich die einzelnen Gleichungen der Serien 
durch Substitution von i — 0,1,2 . . .p — l und man gelangt durch 
einfache Snmmierung der Glieder jeder Serie zu den folgenden vier 
Grundgleichungen : 
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^log?. + ,=l'logÄ+f-(2ic+i)-l)log« + 2'^^logj7 

^ 

^'logi.t, -iilog* + I (2* + Sp- 1) l<,gs + «-«^ . log, 
2 '"8 Iti - Ji l»g i + f (2l + 6p - 1) log s + s-t" '-=j' • logj 

3p 

OuTch Subtraktion je zweier folgender Qleicliungeii findet man 
eodann 

^^^''B ^, + < =P* log s + g**' -^^^ ■ log?, 

Sp— 1 

und durch nochmalige Subtraktion 

^•'fiogi..,-e:^^?^-iog». 

Die Division der beiden letzten Gleichungen ergibt endlich 

log iJ'^\og l^,) - log (yj-'log l^^;) =p log q. (IX) 
Die Auflösung der Gleichung nach q führt dann leicht za g, s und k. 



g A4. Der zweit» Fall der Aneglelchung. (Die 
Lösung.) Zur Behandlung dea zweiten Falles der Ausgleichung wird 
Torausgesetzt, daß die durch die Funktion p chsrakteriaierte Wahr- 
scheinlichkeit für kleine Abweichungen tou dem wahrscheinlichsten 
System der Differenzen derart rasch abnehme, daß man in der Ent- 
wickelung der Funktion log «p nach den Potenzen von y — (i bei den 
2. Potenzen stehen bleiben könne. Dann ist 

11* 
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iog9'(y.^y»^V,->^j')=iog9'(;*+i7^,^f*+^!/-ft,-.^VH-^(j/-(*)) 

- log ,, fr, Jf, ..., ^V) + (»-(.) '4°" +-'(!'-/•) T^ 
+ ...+^.(,-.,.)^^^+-:-[ö,-rt-qp-^ 

+ 2 6,-rt ^(, -rt 'a^r3i+2(!/-i')^(!/-rti;'av-], 

and gemäB der Bedingung, daB ip in allen Werten Ton a; ein Maxi- 
mum für die Werteverbindung (i, ^n, . . ., ^^(t besitzen müsse, 
wenn man noch die Bezeichnungsweise 

d* lo g T 0Mog Ip _ d *\og 'p_ _ 

3'logy _ ^ _ _ _ c'lo gqj _ 

d-^ycAy '•' d-äydJ'^y '*' 

C = log ^p (;*, z/p, . . ., ii*ft) einfährt, 

log ?) {y, ^y, J^y, . . ., ^"y) = C + [a^^ {y - ft)* + 2oo, {y~ii) ^{y~ (i) 
+ ■ ■ ■ + Sflo* (y - /*) ^* (y - /t) + «,j (^ (y - (i)f + -..]. 
Aus der Bedingung des Maximums folgt, daß man die rechte Seite 



2 n 2 /3 


■f/-.' 




transfoi-mieren kann, worin 






/i - «loCs - c) + «i.(^</ - ^c) + ■ ■ 







/* = ««(J/ - (^) + «n(^y - ^p) + ■ ■ ■ + CC,,(^^> - ^V) 

ganze lineare Funktionen der Differenzen (y — ji), ^y — (i, ■ ■ ■ 
d^y — fi und der Konstanten a^^, (!:„■■- k^^, «lo '" sind; femer Ä\, 
ÄjjAj ii^end welche reelle Zahlen bedeuten. 

Die erste Variation der Funktion log ip ist sodann: 

d log 9 — K%iifi - h%^U h%sfk 

oder, wenn man filr y — ft = M einsetzt, 

^"iYi(«io'*w + a^iddu -f h ct^^SJ^u) 

- V/!t(«toÖ« + t^M*^« H H- «***^*«) 

oder endlieh 

- - (h'fL-,. + '■.V.«.. + ■ ■ ■ + V/'.«..)«» 

- äY,«,, + *!'/■,«„ + ■ • ■ + V/'.««)''^» 



— {ÄiViOn + V/3«it H H V^*a*t)*^'«- 
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Die Ausdrücke in der Klammer sind sämtlicli wieder g&axe, lineare 
Funktionen too «, ^u, ^*u, ■ ■ ■ ^*m und soUeii mit Fq, Fj^- ■ ■ F,^ 
bezeichnet werden. Man erhält sodann 

dlogtp F^Su — F^äztu — F^Sd^u T-^d^*« 

und als ÄusgleicIisgleiGlinng, indem man noch 0r «?, — (»( = d^ einsetzt: 

^{¥i(ßi - Wi)*M(- FatSut~F,,Sdu, -F(,dz/*w,] - 0. (X) 

Führt man endlich d^Cu, mit Hilfe der Beziehung 

auf tfwj, ÄM;^!--- zurück, dann übergeht die Ausgleichsgleichung in 

^[p,\d, - u,) - F,, + (F,, - F,,_,)-{F,-2F,,,,+F,,.,) + ■ - 
+ - V-\F,, - h,F,,_, + k,F,,_, . . .)]Su, = 

- 2' ^P'(^' - »<) - ^0* + ^^'".'-1 - ^'^hi-^ + ■ ■ ■ 

+ -l»-l^*i^^^_J(jMi = 0. 

Nachdem nun TOraussetzungsgemaß keine andere Beziehung 
zwischen den Yariationen in den einzelnen Werten der unabhängig 
Variablen besteht, so kann die ob^e Beziehung nur erfüllt Bein, wenn 
die Faktoren bei jeder Variation für sich Null werden, wenn also: 

pM - ^i) - J^«i + ^^1.-1 + ■■■ + - l*-'>-Fii_* - 0. (XI) 

Die Gleichung ist tüi alle x mit Ausnahme der k ersten and der 
k letzten (der Grenz-)Werte der ganzen Beobachtungsreihe gleich gebaut 
und daher die Hauptgleichung der Variation. Dieselbe ist eine lineare 
Differenzengleicbung 2S*" Ordnung. Die allgemeine Lösung der Glei- 
chung hat 2^ Eonstante, deren Bestimmung nach den besonderen Be- 
dingungen für die 2k Grenzgleichungen erfolgt. 

Ana den obigen Entwickelungen ergibt sich demnach das fol- 
gende Theorem: Wenn gemäß der Frwartung eine Beziehung zwischen 
je k Nachbarivert^ vorausgesetzt werden kann, dann ist die ausgeglichene 
Funktion die Uisung einer linearen Differemengleichung 2k'"' Ordnung. 

% 5B. Anwendmifflii snm zweiten Falle der Atuf lelohnng. 

A. Die Funktionen /",, fi, ■ ■ ■ -fi enthalten überhaupt keine Diffe- 
renzen. Ist also 

und somit 
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tf log 93 - - {klaJo + Halt, 1- ftfoA)"**«, F'Ufäut, 

dann lautet die Hsuptgleiclmng der Variation 

p,'(»,-<',) + P'«,-o, 

woraus für 

dp* W-p.' + ji.P' 

Wj ~ ,','ni und endlich für y. = -^-^ , -, ' — 

folgt. Daraus ergeben sich die folgenden Sätze: 

1. Wenn der Erfahrung über ein Wertesystem eine andere Er- 
fahrung über dasseü)e Weriesystem vwausgeht, so erfolgt die Aasglei- 
chung nach den Jteg^ zweimaliger Beobachtung desSeVien Wmies. Der 
ausgeglichene Wert ist in jedem Werte der unabhängig V^änderlichen 
das arithmetische Mittel der Eimdbeobacktungen in diesem und das 
Gewicht die Summe der Gewichte in den einzelnst Beobachtung^vihen. 

2. Der ausgeliehene Wert liegt, welches auch die Präeisions- 
maßzahlen sind, zwischen den beiden beobachteten Werten. Für 
^ = 0, d. h. wenn die Präzisionsmaßzahl der alten Erfahrung gegen- 
über der der neuen Er£abrtuig Terschwindet, ist j/| = u>,; der wahr- 
scheinlichste Wert identifiziert sich in diesem Falle mit dem wahr- 
scheinlichsten Werte der neuen Erfahrung. Will man zwischen beiden 
Oewichten nicht unterscheiden und setzt also p^ ^ P, so ist 

^i + t^i 

Vi 2-- 

Man kann die Änalysis für diesen speziellen Fall auch ausdehnen 
und voraussetzen, daß q vorausgehende Erfahrungsreihen in jedem 
Wert der unabhängig Veränderlichen q Werte für diesen, nämlich 
fi' , ft" , ■ ■ ■ n^ ergeben haben, ferner daB diesen die Präzisionsmaß- 
zahlen Pj, P,, ■ ■ ■ P„ zukommen. Dann ist ohne weiteres ersicht- 



lich, daß 



_ «-fP? + f^; f ! + < f I + ■ ■ ■ + (^^ Pf. -^ jj. 



*' pl+pi + pt+--- + pi 

sein müßte. 

Die aus Formel Xll ableitbaren Grundsätze werden nicht selten 
praktisch verwertet. 

Aus derselben läßt sich die Zusammenlegung mehrerer Beobach- 
tungen über dieselbe Erscheinung zu einer resultierenden Beobachtung 
rechtfertigen, beispielsweise die Zusammenfassung der Sterblichkeits- 
beobachtungen der Bevölkerungsstatistik aus mehreren Kalenderjahren 
zu einer Gesamtbeobachtung. 

Femer kommt es vor, daß die nach mehreren Methoden (bezw. 
auch die von mehreren Ausgleichem nach der graphischen Methode) 
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abgeleiteten ReBultate zu einem Mittel Tereinigt werden. In diesem 
Falle ist jedra einzelne Ei^bnia ala eine nach anderen Prinzipien ent- 
wickelte Erwartung anzusehen 

Man kann endlich die Formel zur Änderung einer bereits ab- 
geleiteten Auagleichsknrve Terwenden, um hierdurch in dieser eine 
kleinere Quadratsnmme der Fehlerquadrate zu erhalten. Hierzu ist 
es nur nötig, zwischen das AuBgleichsreeultat und die beobachteten 
Werte eine neue Kurve einzuschalten. 

B. Die WahrscheinlichkmisftmkHon tp lasse »ich auf die Form 

r, -^(«„u + a,,^"-!- -■ + ",*-**»)' 

50 =■ Ce ' 
surüd^ühren, worin a^^, On ■• -On konstant sind. Bezeichnet man für 
diesen Fall «m mit 0^, «i, mit a^ . . . Oj^ mit a^, endlich k, mit k, 
dann lautet die Äusgleichsgleichuug: 

P,'W - »,) - t'M, - «i^/i-, + «,^Y,-. •■■)-<>. 

Der Faktor bei k^ soll als Form der Erwartung mit M bezeichnet 
werden; derselbe VkQt sich, wie folgt, transformieren. 

3f ■= 0^(0^ M( + «i^iu, + Ojz/'«, + ■ ■ ■ + a^^Uf) 

+ «,(aoZ/»M,_s + «i^'Mi-, + «s^M,_, + . . . 4- ajz/»+X-i) 

+ - l*ai(«oz/*M,_j + «j^*+^«,_i + . - . + a,^"«^_,) 
und wenn in der weitem Entwicklung der Index i weggelassen wird: 

M-' ctj*M + (a^Kj^u — a^a^iiu-i) + (a^Oj^J'u — a,a,^'M_i + 
a^Oj/J^U-j) + (a^ttg^*u — aißjii*K_, + ajajii*«_j — ago;,.ii'M_ä)-t 

Nach Überfahrung der sämtlichen Differenzen auf die Werte der 
Funktion übersieht man mit Leichtigkeit die Richtigkeit der folgen- 
den Sätze: 

1. Es läßt sich der Faktor M als lineare Funktion der u, mit 
konstanten und für gleichweit ron u abstehende Glieder gleichen 
Koeffizienten darstellen; somit besteht also: 

3f-4,»+^,(«, + »-,)+^(»,+».,) + -..+4,(«,+»_.). (xni) 

Jeder in runde Klammer eingeschlossene Teil im vorletzten Ausdrucke 
von M hat nämlich die Form 

a^a^^fu - «x^a^.j^M.i + a^a^^,^i!u_, - a^a^_^^^u_^ + ■■■ 

Vereinigt man immer je zwei gleichweit vom Anfang und Ende der 
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Keihe absteheDde Glieder, dsan ertült man wegen der Oleichheit der 
Eoe£fizientei] : 

+ CjWp-,.-» + + - 1*«-» + «-,+« - Pl»-j+«-l 

Die Form der Srtvartung ist sonach eine ganze, geg&i den Mtüd- 
wert symmeirische Funktion. 

2. Zwisclien Cg^ und den Eoeffizienten A besteht die Beziehung 

V = A + 2^ + 2^ + . ■ ■ + 2A„. 
Es eif^iozen sich lümlicli im Ausdrucke fQr M die Koeffizienten 
jeder Differenz fßr sieb zu Null und es kann daber lediglicb der Koef- 
fizient von u restieren. 

3. Die Ä + 1 Koeffizienten A^, A^, A^- ■ ■ A^ können als ganze 
Funktionen der Ic -\- \ Koeffizienten a^, a^, a^- • ■ a^ durcb das folgende 
Gleicbungssystem dar^stellt werden. 

Ä^ - a^%H - (* + l)o«i + (ft + 2)„a^ 

At_, «((*t«o - M-Ti«! + Ä-|-2,K, — - 

+ «t_,(ifc— lotto— Ao«i + ft+lo«i - ■ 

— at_i(A— iiOi,— Ä:,«! + Ä+ l^ttj + . . . . 
+ «»-»(* — 2o«o — Ä-lo«i + *(,«iH 

-!»_>-= — «tC^aOo — ÄJ + lg«, + 1 + 2301, + ■ ■ ■ 
+ «t_i(Ä— l»«o ~ K^i + Ä+ ls«i H — ■ 

- a,^,(Ä^«o - F=^«. +*.«, + ■■■ 
+ ai_s(jr^„«o- ft — 2(,K, + ft-V, + ■ 

usw. Das Bildungsgesetz ist darnach ohne weiteres ersicbtlicb. 
ist aber auch femer zu entnehmen, daß man für jedes beliebige System 
der Ä^ ein bestimmtes System der a^ ableiten kann. Läßt man aber 
nur reelle A^ und a^ zu, dann sind die a^ gewissen Grrößenbedingungen 
unterworfen.^) 

t) Dieaelben lassen eich, iOx die eiaiactiBteii Fnnktiomformeii leicht ab- 
leiteu; 

1. 
■Wenn f=a^u-\-a^iiv, so heißt daa Koefflzient«n8jBtem 
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Im folgenden wird das Verhältnis eines Koeffieienten der Form 
der Erwartung im Abstände n vom milüeren Koeffizienten eu diesem 



und jlo>(2ji,), wenn (ä-li) den absoluten Wert Ton 2J, bezeichnet, femer 
A^ > 0. 4, Icann demnach höchsten» ^ sein. 

Die dementapiechende ÄuHgleichsgleichnng lautet 

ft'(di-uJ = i,M,i;2Wj+(";+i+''i-i)). 

Bei einer Beziehung gtnischen twei Naehbarwerten können die Koeffizienten 
vom mitäo'en ea den beiden Endgliedern in keinem geringeren Grade als die 
Binomialkoeffigienten (}), (J) abfallen. 

n. 

Wenn /■— tt^M + aj ^u. + o,.J'w, bo heißt das Koeffizienten System ; 

A-«.(«.- 3«, + «",)-«,('..-««, +»«.) + «.(■>.-«,+«,)■ 

Daraus ergibt »ich 



— o, -1^ o, = (— 3 yT„ + 2A^ +2^ + V^ — 2^, + a.i, 
+ yiy(A, + 2A^^iT,' + 2 4,-12j,) : 4 
a, = {yAa + 2A,+2At + ]/^, — 2^-1-1' U^ 

— V'äV'(-4„ + 2 ^)' — 4~^' + 2^0 — 12 J,) : 4 
und in Folge dessen 

A + 2AX2A) 
Und 

4^„^>8.4,' + ^'. 

Für den Grenzfall beläuft sich demnach A^ auf 6jj, und A, auf 4^1,, Die dem- 
entsprechende AuBgleichsgleicliung lautet: 

»■(*-«.) -S,"A(»«,±4(", + , + »,-l) + (",,., + •,.!». 
£ei einer Beziehung zwisehen drei Nachbarvierten können die Koeffizienten 
der Form der Erwartung vom mittleren su den beiden Endgliedern in keinem 
geringeren Siade ah die Binomialkoeffizienten von (|), (J), (J) abfaUen. 

m. 



; W„»/-_„ 


«+ 


a,Ju + a,d'u-^- 


a,iJ'M, BO 




A, = <^ 


(«.- 


-«,+«,-«.). 










l ''• 


-«,(3 


S — *"! +6a,- 


-s..) + »,(<..- 


«,+«■- ». 




1 A — 


(3«. 


+ «,(«.-", + « 


15c,) — a 


(««.- 


-Sc, +ic,- 


5 c,) 


J.— 


.,(. 


o~4c, + 10a,- 


'Oc,) + 


"iK- 


- 8«, + ««, - 


10c,) 






- «, («. - 2«, + 


3», -4c 


) + « 


(c.-.,+c, 


-«.)■ 
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{ds G^iäie heeeü^net, und eine Form, in wddker das GrößenverhaUnis 
im Gefälle dem der BinomialkoeffieienteH vom Exp(mente» der Glteder- 
eahl der Form gleichkommt, eine sdldie vom geringsten GefiUle genannt. 



Beseichnet mau in dieeeni Qleichnngsiijatem u, — "'i ~l~ "i — "t '"'^ Vt 
— K, -|- 2 cc, — 3 a, mit i], <■, — 3 a, mit a and endlich — a, mit #, so kann mftn 
dasselbe auf die riei Beziehnngen 



Cc- »)*+(>]-»)* = A-s^-c. 
-s(i]-#)-»Ci + #) = A --«.=<* 
reduzieren. 

p ergibt sich eodann als Wurzel der Gleichung vierten Grades; 



FQi den Orenzfalt mu0 

stattfinden. Unt«r Benützung dieser Beziehung reduziert aicli dae obige Qlei- 
dmngsBystem enf dae einfachere System 

und endlich auch 



-tÄ,-t-TA, 

HieiauB folgt für die QranzßUle nebst der obigen Qleichung 

A + '-*,- -4. +2A. 

A,-lJ, + aA, 
und fflr 

Die dementaprechende AuBgleichsgleichnng lautet; 

Bei einer Beziehung zwischen vier Nachbarwerten könne» die Koeffixienten 
der Form der Enoartung vom mittleren eu den Endgliedern in keinem geringeren 
Grade abfallen ale die BinomiaikoeffUienten (J), (j), (J), (J). 

Für die behandelten drei Fälle kann man schließen, daß das Maximum der 
Wahrscheinlichkeit für das Znsammentreffen der Erwutimg und neuerlichen 
Erfüllung unter den beiden folgenden Yoiaussetzongen fäi M eintritt: 

a) die Funktion M iat eine ganze Funktion mit abfallenden lediglich posi- 
tiven oder stets abwechselnden Zeichen. 

f) der geringste Ab&Il der Koeffizienten wird doich die allgemeine 
Funktion 
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4. Die AuBgleiclisgleichung lautet 

ft'M- «,) - i'lA,». + A(«,ti +"...) + •■ + ^.(».t. + ».-.)] <^V 

oder wenn man die Oleichung auf y zurückführt und die ausge- 
glichenen Werte auf dieselbe Seite der Gleichung schreibt: 

9iP' + *' [AVi + Adfi-^i+Vi-i) + ^(y.+t + Vi-i) + ■ ■ ■ A^ifi+k + y*-*)] 

Das Gesamtergebnis von Erwartung und Beobachtung kommi dem- 
nach al^emein auch d^n Eryämisse gleich, wmn man statt der er- 
warteten und beobachteten Werte die ausgeglichenen Werte einsetzt. 

Man kann dieser Gleichung noch eine andere Form and damit 
eine andere Deutung geben. Es ist nämlich siuch: 

yi = «>,- ~[A.(yi- v:) +A\(ift^,~ Vi^i) + (ifi-,-Vi-i)}i- ■•■] 

das heißt: 

Die Korrektur an dem unausg^lichenen Werte ist der Differenz 
ewischen den Ergebnissen einer lAnearfunktton gleich, wenn man in 
diese einmal die ausgeglichenen und sodann die erwarteten Werte einsetet. 

5. Man bann fUr gewisse Grenzfälle leicht auch Äusgleichsformeln 
hinschreiben. 

a) FUr den Fall, daß die Äbweichui^n zwischen der neuen Er- 
fahrung und der Ausgleichung nur klein sind, kann man auf der 
rechten Seite der Gleichung für y — w setzen und erhält: 



daiveBtellt. 

IV. 
F3r die WahiBcheiulicbkeitefunktionen der Erwarhing 

V = Ce"ä *''*''*' und 9 = <7e"i*^ "*", 
Bohin fOi die Voranuetzong, daß eine Erwaiimiig nui bezfiglich dei Je"«' Stunmen 
oder it*™ Differenzen besteht, wird die Funktion 

^— '■[-''0-+-'*"'(t-.)<-+"-'+-+'"'+"-''] 

bezw. 

«— ''■[©"•+G-.)<».+"-.>+-+<'"+"-'>] 

d. h. die GrenzfEllle enttiptecben der Erwutuag einer beatimmteu Summe oder 
einer bestimmten Differenz. 



„Google 



220 'VI- Die Theorie d«r Anagleichung 

Die Korrektur der Beobachtung ist der F<Mfn der Erwartung pro- 
portional, wenn in diese die Abweichung&n zwischen Beobachtung und 
Erwartung eingesetzt werden. 

b) Für den Fall, daß der Erfalinmg umgekehrt nur ein relativ 
kleinee Gewicht gegenüber der Erwartung zufällt, daß abo p gegen 
k* remachläBsigt werden kann, erhält man: 

ASi + A(yi-n-\- Vi-i) + — A% + A(<^i+i + %-i) ■■■, 

welche Gleichung selbstredend die Lösungen yi = yi-„ y(+i = ij,>i ■■■ an- 
nehmen muß. 

6, Fallen in der auegeglichenen Wertereihe die höheren Diffe- 
renzen innerhalb des Änsgleichsbereiches derart rasch ab, daß -d^y, 
^*y ■ ■ ■ B^gßn y vernachlässigt werden dürfen und besteht die Er- 
wartung lediglich in einem Urteile über die relative Lage der aus- 
geglichenen Werte, welche in jedem Beobachtungspunkte mit der 
relativen Li^e der beobachteten als den wahrscheinlichsten Werten 
verglichen wird, dann kann man einerseits für ' 

WiP,' + Ä» [Ä^m + Mvt^i + Vi^i) + ■■■] = y^iPi^ + fc»«„») 

und für 

AVi + A(Vi+i + Vi-i) + ■■■ =^0^1 + AK+i + «-i-i) + ■■■ 

schreiben und es ei^ibt sich demnach als ausgeglichener Wert 

_ "'.( P,' + t'^o)+t'[(w',-+i + «'f_i)^,+ (w..^, + ^>',._iMa-|--] 
"' Pi^ + ^*"^' " '• •' 

Somit sind die nach der zweiten Ausgleichsmeätode resultterenden 
Ausgleichsformeln lineare Funktionen der nicht ausgeglichenen Werte mit 
gleiten Koeffizienten für die vom- auszugleichenden Werte zu bdden 
Seife» gleich weit abstehenden Werte. Die Koeffizienten fallen vom mttt- 

leren Koeffizienten A^, jedoch derart rasch ab, daß-^^ /ik\' 

* (fc) 
Die hierher gehörigen Änsgleichsformeln geringsten Gefälles 
lauten demnach je nach der Anzahl der in den Äusgleichsbereich 
fallenden Punkte und zwar wenn der Ausgleichsbereich aus 3 Punkten 
besteht: 



. ' wobei ) 



weim er aus 5 Punkten besteht: 

^'^ m+lOn 

wenn er aus 7 Punkten besteht: 
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tfi - — Z — ^ + 44« ^ ^' 

wobei »» ^ 20 n usf. 

Für m, gleich der Minimalzahl, lauten die auBgegUchenen Werte 
im ÄbBchnitte zwtschen den Altem 35 — 52 der ÄbBterbeordnung der 
20 engl. GtesellBchaften: 











unauBgeglichen 


8 


5 


7 


0,00834 








0,00886 


0.00888 






0,00956 


0,00967 


0,00966 




0,01029 


0,01019 


0,01008 


0.1000 


0,01068 


0,01036 


0,01028 


0,1023 


0,00987 


0,01021 


0,01029 


0,1081 


0,01047 


0,0103a 


0,01040 


0,1043 


0,01071 


0,01062 


0,01057 


0,1067 


0,01069 


0,01092 


0,01103 


0,1102 


0.01180 


0,01164 


0,01161 


0,1163 


0.01285 


0,01226 


0,01226 


0,1226 


0,01261 


0,01288 


0,01293 


0,1296 


0,01416 


0,01878 


0,01362 


0,1869 


0,01409 


0,01440 


0,01445 


0,1448 


0,01627 


0,01528 


0,01636 


0,1567 


0,01650 


0,01642 


0,01630 




0,01741 


0.01708 






0,01702 









C) In Erweiterung der bisher behandelten Form^ könnte nun die 
Funktion für die ErwaarUmg 

,,_Ce -*''/,'-*.'/.' V/n' 

der Erörterung unterzogen werden, worin /,, /j, • ■ ■, f„ ganze, lineare 
Funktionen von t/ und von Differenzen dieser bedeuten. Eb ist jedoch 
leicht zu Beben, daß man bierdurch zu keiner Erweiterung des äub- 
gleicheproblems gelangt, weil sich die Ausgleichsgleichung sodann 
wieder nur als lineare und ganze Funktion einer endlichen Anzahl 
von Differenzen darstellt. 

Man übersiebt die Hicbtigkeit der letzteren Behauptung auch 
ans der Form der Funktion ^. Ihre Verwendung in der Ausgleichs- 
gleißbung kann nämlich auch dahin interpretiert werden, daß der 
neuerlichen Erfahrung w Beobacbtui^en vorausgehen, deren jede den 
speziellen Ausdruck in einer linearen Differenzengleichung i^' Ord- 
nung findet und welche derart mit der neuerlichen Erfahrung in Ver- 
bindung gesetzt werden kann, daß diese zuerst etwa durch die Funk- 
tion f^, das Endresultat durch die Funktion /j, das neuerliche Resultat 
durch die Funktion f^ usf. ausgeglichen wird. 

D) Nach Bohlmann soll die Quadratsumme der Abweichungen 
der aasgeglichenen Ton den beobachteten Werten derart ein Minimum 
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werden, daß im ansgeglicheneu Kurvenzng die Stärke der Schwan- 
tui^n möglichst klein bleibt. Bezeicbnet man noch mit y dae Ge- 
wicht, welches zwischea Erwartung und Beobachtong besteht, dann 
ist die Gleichung 

'2i^y, - "'.)' + y*0/«H.i - y«)' - Mio. (xvii) 

zu erfüllen. 

Die daraas folgende Differeuzengleichung lautet: 

Man kann diese Grleichung fSr kleine y nSherungswebe lösen, wenn 
mau rechter Hand für 

in die sodann entstehende Qleichnng für 

y.-s = Wj-a + J^^'y,-s 
einsetzt usf. Ist j^^y^^^ die erste TernachläBsigbare Differenz, dann 
erhält man 

y^ = tf ^ + y^jd^w^_^ + y*'d*w^_i + •■• + j''*~^^"~*M'j._j. 
Daraus leitet man die nachstehenden Näherungswerte ab: 



y, = (l - 2j.ä +6/)«;,+ {\-4.y^ K+, +w.-i) + K+. 

+ «',-1) 



(XVÜi) 



§ 66. Der dritte Fall der Ansgleiolmi^r. (Die aligemeine 
Lösung.) Der dritte Fall der Ausgleichung geht aus dem ersten Falle 
durch Zerlegung der entsprechenden Ausgleichsgleichnng in mehrere 
Fartialgleichungen hervor, welche untereinander in keinerlei Beziehung 
stehen Hierbei kann es selbstredend zu einer Korrektur wahr- 
Bcheiolichster Werte nur dann kommen, wenn die Zahl der Kon- 
stanten des Gesetzes kleiner als die Zahl der in eine Wertgnippe 
einbezogenen Beobachtungen ist. Sodann unterscheidet sich aber der 
dritte Fall der Ausgleichung prinzipiell in nichts von dem ersten. 

Trotzdem wird er besonders behandelt Die Funktion der statisti- 
schen Massenerscheinung ist in der Regel unbekannt; doch kann man 
jede Funktion im engen Umkreis durch andere Funktionen iTaylorache 
oder Biermannsche Reihen) näherungsweise darstellen, was im vor- 
liegenden Fall eine um so größere Berechtigung hat, als die Be- 
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obacbtongsfeliler dea Fehler einer unrichtigen Funktionswahl in der 
Regel überragen werden. 

Unter solchen Erwirkungen erwachet im Torliegenden Falle ein 
Töllig neues Problem. Während im ersten Falle der Äuegleichong 
zu g^ebener Funktion ein bestes Konstantensystem gesucht wird, 
ist im dritten Falle [der luhemngsweise richtige, beste Funktions- 
diarakter zu bestimmen. Die Entscheidong fiber das Gelingen der 
Ansgleichnng kann nnr a posteriori, d. h. durch den Vergleich des 
Ei^ebniases mit der Beobachtung erfolgen. Damm erscheint es nfitz- 
Hcb, das Ausgleichsergebnis für gewisse Funktionsgruppen allgemein 
zu entwickeln. 

Die analytische Behandlung wird, gleich wie fQr den ersten Fall 
der Ausgleichung, ron ganzen linearen Funktionen der Konstanten 
ausgehen. Setzt man demnach zunächst ftir 

y — aifi + (hfa + h %f^, 

wobei die o^, Oj, ■ ■ ■, a Konstante und f^, /"j, ■•■»/„ bestimmte Funk- 
tionen der unabhängig Veränderlichen sind, dann lautet die Aus- 
gleichsgleichnng : 

^PiiVi - «'iWiiSai + t\<6<h + ■ ■ ■ + ff.iSa;) = 0, 
woraus unmittelbar, für «^^^ p^{^^ — w^, das System folgt: 

%/i,i + %/",<» H l-'Mn/i,, = 0. 

Zur Bestimmung der Konstanten leitet man sodann ab: 

»,[?/„'] + «,[i>/,/„] + ■ ■ ■ + "MU.ii - l>,»/,J, 
«,[l>/,/iJ + «.[p/.fl + ■ ■ ■ + %ip,f„f,i - [rw/.J, 



und hieraus für: 

b/,,'] • • ■ iPtfi^uhb.wA&Vifprum ■ ■ ■ [i>./,/.,] 
M/.J ■ ■ ■ lj'/Fi.^.,]ta«'/..]l>,/jTn AJ ■ • • b/,/.,] 

[i/i/,,]- ■ ■ b/FT/',JlJ'.»/,Jb,/fTi,/-,J • • • b/„'] 
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und insbesondere für d 

[p/,,*] ■ • • [p/^r/uKp/,/.;] ■ ■ ■ [p/,/,,] 

j_ !>/■/»] • ■ ■ [p/Fi./.Jb/,,/;,] ■ ■ ■ tar./.,] 
b/./,,] ■■■ l>/,-^./,i]b/„/;,] •■■ l>/„T 

jlttö (2er Je^^ren Gleichung kann man unmittelbar schließen, daß 
sich die Ausghiehsfunktion innerhalb der ganzen Werigruppe, demna^ 
zunschen g^ und y„ dmch die beoba<Ateten Werte w^, w^, Wj ■ ■ ■ w^ 
darstdU; die ausgeglichene Funktion üt demnach immer von der Form: 
91 ^i + 9'»"'« + -■ -|- ip„w„, wenn qo,, q)^, ■ ■ ■ rp„ nur mehr von x ab- 



Verlegt mim nan den Anfangspunkt des Systems in ^ und be- 
zeichnet die sodann resultierenden qD„ mitXo,9>s mitxp'Pn mit X-i '• 
sohin anch qcj mit 2 /, ^ und 9i„mitj;„, so erbält man 

y ■" Xo^o + XiW, + X-iW-i + ZjM'i + Z-aW-i + ■ • ■ (XIX) 
Der dem Punkte x = korrespondierende ausgeglichene Wert 
entsteht, wenn man in ^f^, j;,, j;_, ■ ■ ■ für x = setzt. 

Im nachstehenden sollen einige spezielle Fälle behandelt werden. 

§ 57. Anwendungen zam dritten Falle der Auaglelohnng. 

1. Für den Fall, daÖ in der Funktion g nur eiMc willkürliche 
Konstante vorbanden, daß also g = af ist, erhält man als Äusgleichs- 






funktion 

Wird darin f selbst einer Konstanten gleich gesetzt, so ergibt sich 

!/ = ^ und für i>i =i)j p„: 

y =- —' , als deren spezieller Fall Fi nlaisons-fWittsteins) -Formel 

aufgefaßt werden kann. 

3. Ein besonderes Interesse nehmen die parabolischen Kurven 
als AuBgleichskurven, also die Kurven der Form 
y = a^ + a^x + --- + a^xf 
für den Fall in Anspruch, daß die Gewichte konstant sind. 

Wenn man voraussetzt, daB zur Ausgleichung der Beobachtung 
im Werte der unabhängig Veränderlichen x^^O die Beobachtui^ in 



Digitiz 



,yCoogle 



g 67. Änwaudangen zxua dritten Falle der Äusgleichnngp. 



225 



diesem Werte und in p vorausgehenden und ebenso vielen nacb- 
folgeuden äqnidistanten Punkten gegeben sind, dann hat man zur Ab- 
leitung der ÄuBgleichsgleichuug 

^(% + a^x, + a,z,* + --- + a^x,''~w,)(da^ + äa^x, + - + äa^x^'')-'0 

Ä-0, ±1, ±2, ■■-±p 
zu setzen. Wird aUgemein mit 

[3^] die Summe x^ + x^_ + ■ ■ ■ + x^-\- x^ + ■ ■ ■ + x'- 
bezeichnet, dann hat man die Eonstanten für y aus dem nachstehen- 
den Gleichnngssystem zu entwickeln: 

aJ2(. -f- 1) -I- a,[x] -I- a^[x'] +■■■ + a^[x^] - [w] 
a^[x] +ai[x'] +at[3^] +■■■ + ajxf ■*■']- [wx] 

<^'] + «iM + «i[^] + ■ ■ ■ + a^i^"-'] = [«-^1 

«o[^] + a,[xf^*'] + a^ljf^^ + ■■■+ a^ix*"^ - [wx^]. 

Spezieil ffli' den BeobafihtuDgspnnkt a:^ >- leitet man daraus 
die nachstehende Auagleichsformel ab: 

Im w [«■] ...M |i27+Tw M 



_ ;[»«] M [X'] 



■ l"*']^ 



Weil nun [«] - [i"] [*"+') - 0, 

[i") - 2(1" + 2" + 
80 übergeht die Formel für y in 

M M--M 






[»»■] 



fi»'] 



■ + p"), 



1 [il- 

M ■ 



IM 



■M 



■ M 



f^-] 



(XX) 



Für fi als einer geraden Zahl kann man ableiten: 



2» + 1 M 


■ • b"] 


MO 


■ 


M M 


-.[»•+>] 


t^^] [!.-■] 


• • [«■'] 



(2!. + l)M ■ 


■[!"] 0.. 





[«'] M ■ 


■[»•+'] CO.. 





M M ■ 


.[a!'"] .. 





[x-] [«*♦■]. 


.[«"■] ■■ 








[«■][«•] .. 


k-j 





MM .. 


[>?f3 





M[».f].. 


|x-] 
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2(.+ lM • 


■M 1 


MM • 


■M 


= 


[»■] M • 


• [*."]! 


MM ■ 


.[a^+>] 




M {"*']■ 


■[!"] 


ML*.*!- 


• [«"] 


nnd ebenso 











M M ...[*•] 
[»I] OTO ... 

[wx'] [a^] ..•[2!" + '] 



[«i*"] [*■ + ■]... [a;"] 



M M 
[»»IM 






[i«:c"][a*' + '] . . . [it"] 



MM 
MM 






[!('][»;• + •]..■ [j"] 



endlich für y, das dem Wert a; = entspricht, 



M [xl [^] ...[«.] 



2(1+ IM [«•] ..-M 
M M M •■■La''*'] 

M [»■•] [»;■] ■■.[!-+'] 



[wa>"][a^t'][a!'*']...[a:'-] 
Für n als einer ungeraden Zahl erhält 



[a*'] [w + '][ar-*')...[a;"] 



(XXI) 



gleicher Entwicklung 

(JXT) 






Hieraus folgt 

a) i>!'e für den Mitklwert einer parabolischen Kurve 3n'^ Ordnun g 
bestehende Atisgleichsfunktion giU immer auch für eine Kurve 2n + 2*^ 
Ordnung. 

b) In der Ausgleichskiwve hommen nur [w], [wxl ■ ■ ■ [«'«*''] 
vor, mährend die Glieder [wx], [wx^] ■ ■ ■ \wx'''~''-^ aus der Rechnung 
herausfallen. 

Speziell wird für i/ = Oj + ajic 

Im I J2p + I I Ca,] 
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Für y = «0 + "^i^ + "i^^ °^^^ y = «0 + «1^ + "a^^' + *^t^ ergibt sich 
Bei Benützung von Ö N^ocfabarwerten zur Ausgleichung wird 



= 0,485 !P(, + 0,343 {w^ j^w_;}-~ 0,086 {w 
bei Benützung von 7 Nachbarwerten 



'-.), 



= 0,333 m;« + 0,286 (if , + w _0 + 0,143 (»s + «;_ a) — 0,095 (w, + w.,), 
bei Benützung von 9 Nachbarwerten 

Vi — 231 

= 0,255 tv^ + 0,234(!t', + w_,) + 0,169(1^^ + «'_s) 
+ 0,061(m'3 + M^.g) - 0,091(m;, + w_^). 
3. Zu einer Verallgemeinenuig der obigen Entwiekelungen gelaugt 
mui durch Einführung der Ausgleichsfunktion 

^ — «0 + "'Yfi^) + «iV W + ■ ■ • O'uVi^'Y'} 

worin (pix) eine ganz bestimmte Funktion von x mit bekannten 
Koeffizienten bedeutet und die o^, «i, «j ■ ■ ■ a^ der Variation unter- 
liegen. 

Hieraus ergibt sich die Ausgleichsformel für den Mittelwert: 



(XXIU) 



und wieder beziehen aich die Summen auf 

x = o, ±1, ±2, ■■■±e. 

Pur tp{x) als einer ungeraden Funktion, d. i. wenn (jp( — x) = — if(x) 
und qo(0) = 0, femer für {i als einer geraden Zahl erhält man 

M M ■■•[»"] I !2?+iM---M 



M If] 


M 


■■■[•f] 


2p+lW 


M 


■■k'l 


[»?>] [■PI 


[f*] 


■fe'"*'] 


W Ly"] 


[»■■l 


...[,,.".] 


[»■)•■] M 


[«>'] 


■■■[f"'] 


^M M 


M 


■\r*l 



y — 



[»•»"jfv-fj •••[?•"] I :[»"][«•"']■ 



(xxni') 
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Gemäfi den biaherigen EntwicklungeD leitet man die folgenden 
speziellen Fälle ab: Für y = ao + <hvi^) ^^Igt 

»0 {2p+i)[T'i-[»i'- 

Ist (p{x) eine angerade Funktion, dann wird, weil [rp] — ist, 

Für jed^e Funktion q>{x) gibt es nun nach den obigen Erörte- 
rungen eine doppelte Mannigfaltigkeit von Auegleichsfonktionen, zu 
denen man gelangt, wenn man einerseits jt abändert, andererseits die 
Zahl der Beobaclitungspunkte, über welche die Summen in der Äns- 
gleichsfunktion auszudehnen sind, Terriel&cht. Die Mannigfaltigkeiten 
für die vorstehende Funktion y = a,, + airp{x) sind aus der folgenden 
Formel zn entnehmen: 

y. =■ (äFTT)[i']^W Kt-^T - 9"0)M)«'o + ([?'] - 9>(1)[9])«', 
+ ([,p']-9,(-l)[y]) «;_, + ■•■) 

Hierin ist 90 knrzweg für ^{x) gesetzt Für ^{~ x) = q>{x) gelangt 
man zn der in den Koeffizienten symmetrischen Formel: 

!'«-(2r+i)ii'i^w'l(t'''l-'''">W)«i+(M-»'(i)W)(«',+.«-,) 



Setzt man z. B. für (pix) ~ a + yx^ und verwendet drei Naeh- 
barwerte zur Ausgleichung, so erhält man: 

9o 2y ' 

Für a = — 1 und y = 2 wird hieraus die Filipowskisehe Formel 

^ .. 2 «>. + («.. + «...) 

Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß die letztabgeleitete Aus- 
gleichsformel in jede ganze und in den Koeffizienten symmetrische Fnnk- 
tion bei geeigneter Wahl von ip(x) übei^ehen kann. 

Ffir 
9. - ^0«'« + AK+i + «■.-.) + M^:^i + «-,_,) + ■ ■ ■ 
hat man lediglich die Bestimmungsgleichnng zu erfüllen 



_4 „ [y'j^-yWM 

* 2C + I[q>']-[9]' 

wenn man für 



- « - ■pOß, 
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einsetzt. 

§ 68. Die meohanisohen Ansgleiolukiirven. Man hat viel- 
fach Formeln konstruiert, durch welche ii^end ein ausgeglichener 
mit dem korrespondierenden imansgegliclienen Wert und einer 
gleichen An zahl (n) von Nachbarwerten zu beiden Seiten desselben 
in Beziehung gesetzt werden soll. Das gemeinsame dieser Formeln 
besteht darin, daS die Koeffizienten zum mittleren Wert symmetrisch 
sind und sich zu 1 et^änzen. Allgemein ist demnach 

y^ = «o«'x + «1 K+i + ^^-i) + «i(«x+s + w'^-s) + ■ ■ - 

+ 0«K + n + «'«-«), 

wobei «0 -1- 2(a, + Oj + ■ ■ ■ + aj = 1 . 

Bei der Ableitung von derlei Formeln macht man von zweierlei 
Prinzipien Gebrauch: 

1. Es wird eine Gruppe von benachbarten Beobachtui^swerten 
zur Ausgleichung des mittleren Wertes unter diesen benutzt und zu 
dem Bebufe angenommen, daß die beobachteten Werte innerhalb der 
Gruppe ein bestimmtes Gesetz erfüllen, welches durch die Werte 
der Gruppe mehrfach und sohin auch nach den Regeln der Wahr- 
Bcheinlicbbeitsrecbnung in bester Art, etwa als arithmetisches Mittel 
der Einzelwerte, dargestellt werden kann. 

3. Das nach einem solchen Verfahren ermittelte Ausgleichsresultat 
wird zur Grundlage für die Wiederholung des Prozesses nach dem 
gleichen Verfahren genommen. 

Das erste Prinzip soll an der Woll ho use sehen, Karupschen und 
Spragueschen Formel, das letztere Prinzip an Highams Formeln er- 
läutert werden. 

Zu Wollhousens Formel gelangt man durch folgende Vor- 
schriften: 1. Es werden die Beobachtungen in 15 benachbarten äqui- 
distanten Punkten ?*_,, u'_^, w_^, ■ ■ ■ w^,, w^- ■ ■ w^ zur Ausgleichung 
des mittleren Wertes y^ verwendet und durch die Endpunkte von 
je drei dieser, etwa w_^, w^, w^; w.«, w^n w^; w_^, w^, w^\ ^-tj 
t(;_j, w^; M'_3i M'sf WJj als Ordinaten eines ebenen rechtwinkligen 
Koordinatensystems dargestellten Wahr scheinlichkeits werte, welche je 
durch 5 Beobachtaugspunkte getrennt sind, Parabeln 2. Ordnung ge- 
legt. 2. Die hierdurch erhaltenen 5 Parabeln können, und zwar jede 
für sieh, näherungs weise als ausgeglichene Kurven betrachtet werden und 
geben demnach 5 Werte für den auszugleichenden Wert */(,; der aus- 
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geglichene Wert ist als arithmetisches Mittel der gefundenen 5 Werte 
anzusehen. 

Verlor' ™'"i ^^^ auszugleichenden Wert in den Wert der un- 
abhängig Veränderlichen I^ull und bezeichnet die Indizes von zwei 
auf beiden Seiten des auszugleichenden Wertes liegenden Werten mit 
±1, ±3, allgemein mit ± r, dann kommt der Parabel mit dem 
Scheitelpunkt n die Gleichung 

?/ = «,+ ö„a; + c^x^ 
zu. Stehen endlich je zwei beobachtete Werte um die Strecke a 
auseinander, so wird jedes Konstantensyatem durch die drei Gleichungen 

«"n-S == «H + K^i^ — ■^) + (^»«H» — 5)* 

w„ = «, + b^an + c^^a'n' 

W^^^ = a„ + fc„o:(« + 5) + c„a»(M + 5)^ 
bestimmt. Daraus ergibt sieh 

.(2« -5)«, 



^.^•«.-„'>.-,^J 


«'-^--50.-^^ 


-.-«(-^)% 


-+«(»-5)«= 


(5 — n)(5 4-«) , 

25 ■•■ ^«-' 


60 + *'^" 



50 

Jede Parabel gibt für irgend einen Wert x einen Bestimmungs- 
punkt; die fünf Parabeln demnach 5 Bestimmungspunkte. Im auszu- 
gleichenden Werte a: = sind die Werte der Parabeln 

«g, d,, (i_j, «^, a_,. 
Der ausgeglichene Wert ist demnach 

oder wenn man schließlich in diese Formel die w substituiert, 

+ 3K^,-FM>_J-2K+,-t-»r,.«)-3K.,,-h«'._,)]. (XXIV) 
Die Formel wird überaus häufig angewendet Hierbei bedient 
man sich mit Vorteil der folgenden Transformation: Bezeichnet man 
mit jffj die Summe von 5 Nachbargliedem, welche w^^j in der Mitte 
lassen, sohin mit ^öj = M''i+i-l-(?''i+i+i +Wi+i_i) + («'i+*+s + '*n-t-i) 
imd mit (,0^ ^ w^-\- w^_^_, + tc^_^ + tr^^^+ w^_^', femer mit ^a^,r, die 
iterierte Funktion 

ü«5.5 = 0«.', + 1«.^ + -i^s + s^s + -s*s = 

= 5w^ -h 4 K^j -I- m;,_i) + 3 (mv+s + w^. t) 
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endlich mit ^0^,^,^ die zweifach iterierte Funktion, al§o 

0«6,S,6 - 0*5,5 + -I«5,6 + 1«5,S + -S«5,6 + »*5.5 

dann erkennt man leicht durch Substitution, daß die WollhouBescbe 
Formel auch gleichkommt 

y. - [lOo ff5.5.5-3(_iff5,s,s +o«5.5,s +i«5,s.5)] : 125. (XXIV,) 

Zu £arti2'S ^u^/eM!^/<>rme{ gelangt man in ganz ähnlicher Art. 
Eb werden die Beobachtungen in je 20 benachbarten squidistanten 
Punkten zur Ausgleichung des zehnten Wertes verwendet. Zu diesem 
Behüte werden die beobachteten Wahrscbeinlichkeitswerte in 5 Qua- 
drupel zerl^^, deren Einzelwerte wieder durch je 5 Beobachtnnge- 
punkte getrennt sind. 

Dieselben seien beispielsweise, wenn für w^^i kurzweg mj, gesetzt 
wird, z*_5, MIß, iCj, MJ^p; ^-m^-n w^j Wg! W-j» m'_j Wg, Wg-, w_g, w^, W^, W,, 
M'_Bi'*-4j tCi,MJg. Durch jedes der Quadrupel wird nun eine Parabel 
3. Ordnui^ bestimmt, welche durch die beiden mittleren Werte hin- 
durchgeht und deren Tangenten in diesen Punkten mit der Abszisse 
die gleichen Winkel bilden, wie die durch die mittleren Werte und 
die benachbarten Beobachtungswerte hindurchgehende Parabel 2. Ord- 
nung, welche also die letztere oskuliert. Jede Kurve 3. Ordnung gibt 
für den zehnten Wert y^ einen rechnungsmäßigen Wert; das arithme- 
tische Mittel der 5 rechnungsmäßigen Werte ist der ausgeglichene Wert, 

Verlegt man den 10. Beobachtungswert in die Abszisse Null, so 
wird für jede Parabel, welche durch n und m -|- 5 hindurchgeht, das 
nachstehende Gleichungssjstem erfüllt sein müssen: 

1. w, = a„ + &„M -|- c^n^ + (?,«*, 

2- w,+5= «n+ &„(« + 5) + c„(m -I- 5)'-f rf„(« -I- 5}^ 
Femer aber auch, weil 



rin w'^ und vf^ die Derivierten bezeichnen, 

3. w,'= — "^^^"^"'^ = ''„+ 2c„» + 3d„M*, 

4. M.;^. - ^"ji+L-j- = 6^ + 2c, (« + 5) 4- Zd„ (n + b)\ 
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Löst man nun dieses tileichungssystem auf xmi bezeidmet hier- 
bei mit 

SO erhält man für 

ft_^- 1^2^w^- |^X-s(2«+ 5) + -^J ^'«',-5(5*«+ 10)], 



-^M?„ + 



>(" + 6) .a,, _ »L(ü_+^ , 



Der Wert a^ identifiziert sich in jeder der Parabehi mit dem 
rechnungamäßigen Wert im zehnten Beobachtungspuiikte. Falls man 
sich hei der Ermittlong des ausgeglicheneii Wertes lediglich auf Oo, «_,, 
o_j, «_j, a_^, also solche a beschränkt, welche durch «'_j, w_g---. 
Mg ■ - ■ Wg, m;,(, darstellbar sind, eo wird 

y = i(«o+ «-1+ a-t+ «-« + «-*) (XXV) 

oder endlich auch 
yx= TiVu [2ö0w, + 228 {m;,^., + w„. J + 174{t«,^, + iP^_,) 
+ 106{w^+j+M;^_g) + 42(w^+, + w,_,)-16(w^^.B + w^_s) 
— 18(m;,^, + w^.,) — 12(^,^.8 + M'i-s) — ^Wi+s + w^-s)]- 
Zur Verwendung dieser überaus beliebten Formel eignet sich wieder 
besser die nachstehende mit der ob^en identische Formel: 

y,~ r^TF [6C_i<'5.5.6 -I- 0«5,S,S + 1^6,5) ~ M-,%,., + ,%:.,)] (XXVI) 
Die Spragnesdie Ausglekhsformd wird entwickelt, indem man zur 
Bestimmung jedes rechnungsmüBigen Wertes 30 benachbarte, beobach- 
tete Werte heranzieht. Dieselben bestimmen 5 Parabeln 5. Ordnung, 
und zwar je 6 um je 5 Punkte auseinander stehende Werte eine 
Parabel in der Art, daß selbe durch je zwei um 5 Punkte getrennte 
Werte geht und in diesen Derivierte 1. und 2. Ordnung besitzt, welch© 
mit den gleichen Derivierten jener Parabel 4. Ordnung übereinstimmt, 
die wieder durch die beiden Punkte und die beiden folgenden und 
vorausgehenden, durch je 5 Beobachtungspunkte geschiedenen Punkte 
hindurchgelegt wird. Die 5 Parabeln werden sodann, gleich wie im 
Wollhouseschen oder Karupschea Ausgleichsverfahren zur Berechnung 
eines Mittelwertes fOr den 15. Beobachtungswert benützt 

Sprague hat die Ausgleichsformel in der folgenden überaus ein- 
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fachen, auch auf die Herleitung der Wollhoueeschea und KarupBcheu 
Methode anwendbaren Art entwickelt. 

Bezeichnet man unter Wg tmd w^ die beiden Werte, durch welche 
eine der 5 Parabeln hindurchgeht, legt den ersten Punkt in den Koor- 
dinatenanfaugspunkt und nimmt für die Große des die beiden Punkte 
trennenden Interrallee 1 an, dann ist die Gleichung dieser Parabel 

y^= w^+ ax + bx^-i- ex' + dx*'+ 63?, 
wobei die Koeffizienten den folgenden Bedingungen genügen müssen. 

Aus dem Hindurchgehen der Kurve durch den Wert w^ folgt 



1. u-j — W(, + o +. & + c + d + e. 
Und weil die Parabel 4. Ordnung, welche durch w.j. 
bestimmt ist, die Gleichung 



{x-^%)(x-^\)x{x^\) 



^w_. 



erfüllt (worin ^w.j = w^i — w.j usw.), so werden sich aus der ge- 
forderten Übereinstimmung der beiden ersten Derivierten dieser Para- 
bel mit den entsprechenden Derivierten der gesuchten Parabel so- 
dann ergeben 



3-(£V'-'^'"-+^'«'--^^'* 



Ebenso werden aber, weil die Übereinstimmung der Derivierten 
der Parabel im Punkte 1 mit der Parabel der 4. Ordnung 

oder mit der mit ihr identischen Parabel 

-«'-■ + -T"^"-'+ i.V ■^"'-■+ l.2.a -^"-i 

4. (» + ')("+') Ü« -ZS A',„ 4. (»+l)«^(»-l)( »-g) M ,„ 
"•" 1-2.3-4 "» «"-»-r 1.23-4 ^ '*'-* 

herzustellen sein wird, noch die Bedingungen 
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5. 2b + Gc+12d + 20e = J^w_^ + 2^^u'_^+]t^'w_i-^jHv_i 



i Bern. 

Aus den somit abgeleiteten 5 Gleichungen ergibt sich nun fttr 
die Xonstaaten 

l-^' + Ä-^' + Ä-'' 



m für i/*M'_5 überall kurzweg ^* geschrieben wird. 
Die gesuchte Gleichung lautet somit 



+ 



'.T-^'+r,'^' + k-^')''+(T:^-k-^V+li-^''' 



Aus dieser Orundgleichung gelangt man zur Gleichung aller 
5 Parabeln mit dem Scheitel im Koordinatenanfangspuukte, wenn man 
den Werten w^, und w^ der Reihe nach die beobachteten Werte in 
den Punkten 10 und 15, 11 und 16, 12 und 17, 13 und 18, 14 und 
19 beilegt. Von jeder dieser Parabeln benötigt man aber nur immer 
einen Wert, nämlich den Wert für x -^ -r der Parabel, welche durch 
die Punkte 10 und 15; den Wert für x ~ -r der Parabel, welche durch 
die Punkte 11 imd 16; den Wert für a: = der Parabel, welche durch 
die Punkte 12 und 17 . . . hindurchgeht. 

Wenn man die auf solche Art berechneten Werte addiert und 
die Summe durch 5 dividiert, gelangt man schließlich zur folgenden 
Äusgleichsf orm el 

3/^= 0,2 m;^ + 0,18688 (w^^.( +w^_i) +0,14528(w,+j +Wj-a) 
+ 0,08768(w^+B +w^_,) + 0,03488 (i(;,^. 4 -f-w,^^) 
- 0,01952 («.-^^g +«'x-(;) -0,02272 (w^+i +m'^_,) 
- 0,01472 («-^^.8 +w,_8) - 0,00512 (w,+c, +ii!^_^) 
+ 0,00256 (w^^.11 + !r,_,i) + 0,00288 (lo^+u + w^_^^) 
+ 0,00160 (!P^^iB + Wx-ia) + 0,00032 {w^^^^ + w,_ii). 
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§ B8. Die tiiecliaiiiachen Ansgleichskniren. 335 

Nach Highams Formeln wird, ao wie nach WoUhouse, zuerst 
die beste Gerade gesucht, welche mit Hilfe ii^end einer ungeraden 
Anzahl Ton Nachbarwerten {p) auf Grund der Methode der kleinsten 
Quadrate gefunden werden kann. Es ergibt sich hierfür, wie ans 
den Ergebnissen des vorhergehenden Paragraphen hervorgeht, 

Wird dieser Wert als der ausgeglichene Mittelw&i, also das Ergebnis 
für X =■ --g— angesehen und das Verfahren an jedem Punkte wieder- 
holt, so erhält man eine neue ausgeglichene Kurve. Man kann diese 
nun als Originalknrve betrachten und je q benachbarte Werte in 
derselben Art zur Ausgleichung benutzen. Wenn man die Ei^bnisse 
dieser zweiten Ausgleichung wieder zur weiteren Ausgleichung durch 
Benützung von je r Werten verwendet, so erhält man eine neue 
Form usf. Die Ergebnisse können allgemein in der folgenden Art 
entwickelt werden. 

Wird eine allgemeine Zahlenreihe (welche etwa zu den Abszissen 0, 
1, 2, 3, ■ ■ ■ gehörig betrachtet werden kann) mit m^, i*i, u^, «si ' ' ' 
bezeichnet, so läßt sich das p** Glied durch 

darstellen, sobald nach beendigter Potenzienmg der Exponent von ^ 
als Operationsindex für ^ angesehen wird. Die Summe von p Gliedern 

M(i, Ui, Mj, ■ ■ -, »!j,_i ist daher 

Die Glieder, mit welchen die zweiten Summierungen vorgenommen 
werden, sind 

(l + ^P_l (1 + ^-1 ü + ^-1 

.__^ M^^ _ u,, -~— U^_j. 

Als Resultat von q Gliedern ergibt sich wieder 

[- j.—^ — ^.— ;«o^i^ — j -■" -j— r«- 

Addiert man von den auf solche Weise erhaltenen Gliedern je r be- 
nachbarte Glieder, dann wird resultieren 

AI + Jf- 1 (l + ^'-l (1 + ^^- 1 \ 

\ ^ J A / °' 

Zur Transformation der Formel kann man jedes der SchluBresultate mit 
2»M^_,=i)(l + ^) ä M^, 
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VI. Die Theorie der Ausgleichnng, 



allgemein das Resultat der Reihe to 



rergleichen. 

Man erhält 



K, mitp,-2), l>5«„+A,-+.,-e 



■ftft (1+z)) 



I lPi' + f.'-8)(fi +?.-') ,1 I 1, 

"f 2.4-6 "* j ' 

endlich allgemein, wenn man mit 

^-Pi + P. +PjH bPf 

-B'-Pi'+ft'+P.'H ^i',' 

bezeichnet, 

'i.t^-rzl . (l+4^zii . . . (Ü4'ti ». _ jK [(1 + 4'?' 

+ i^=Ä(-''+^^=l^ -'•) + -]"•■ 
Wird noch die wiederholte Summierung auf der linken Seite der 
GleiehiiDg mit öj,^,p„..,,p bezeichnet und Mr 

eingeführt, ditnn erhält man auch 

» . -j - '^" »i^^ -^''r^'^{j'+ ^i^-= ^•) „. (xxvn) 

als Ausgleichsformel. 

Daraus folgt: 

Es läßt sich jede beliebige Reihe von Zahlenwerten bis auf 
zweite, dritte und höhere Differenzen durch eine andere Reihe dar- 
stellen, deren Glieder gebildet sind, wenn man je p^ benachbarte 
Gheder summiert und durch p^ dividiert, je Pi benachbarte Glieder 
dieser Reihe summiert und durch p^ dividiert usf 
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§ 58. Die mechanischen Ansgleichskurven. 237 

Wenn jedoch — wie dies meist der Fall ist — die z?* und ^* 

also auch die ^* -\ -r ^' stets daeselbe Zeichen tragen, dann 

wird der ansgeglichene Wert gegeaüber dem ursprünglichen Wert 
durch jede neue Summiermig im selben Sinne modifiziert. 

Die Mortalitäts- und Invaliditätskurren sind Zahlenreihen von 
der genannten Eigenschaft; für sie ist das Korrelctioneglied 

positiv und daher der ausgeglichene Wert immer großer, als der un- 
ausgeglichene Wert. 

Higham versucht den durch den ÄnsgleichsprozeBS in die Rech- 
nung getragenen Fehler dadurch zu korrigieren, daß er an derselben 
Keihe die Ausgleichung zweimal und zwar derart wiederholt, daß das 
Korrektionaglied das gleiche wird. Hierzu ist notwendig und hin- 
reichend, daß A — g = Ä' — q' wird, wenn A und q die oben de- 
finierten Größen zum erstes, A' imd (>' diese G)r5ßen zum zweiten 
Prozess bedeuten. Wäre also 



B-Q 


( 


12-3. 


4W 


B- 


-Q 



^ (B- - (,') - •"•■"^' ^^ (B - p)]: 



dann resultiert 

(S-B- !.,■-,)). 
Higham leitet daraus zwei Ausgleichsformeln ab, welche leicht 
zu bilden sind: 

«.-^'i)S--4ü'-"-".2i"<'».+»'i''2(».+»-.)+»'i"88(«»+»-.) 

+ 0,07946 («, + «_,) + 0,024 (», + «_ J - 0,0053 («s+ u.;) 
-0,016(«, + ii_.)-0,0144(«, + «_,)-0,00693(«, + «_,) 
ferner : 

^ _ »'.■.......- 3 '.,.. M . _ o^oo^ ^. 0^192 („^ +»_J + 0,144 («, + »_,) 

+ 0,080 («, + »_,) + 0,024 (». + «_,) - 0,016 (», + »_,) 
- 0,016 (.(, + »_,) - 0,008 (», + »_,). 
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238 VI. Die Theorie der Ansgleiolumg, 

§ 69. Versnohe mr Erl&nterung der meobanisohen Ans- 
glelohsfonnaln. Man kann die mecliaDiaclieii Äuagleichsmethodeu 
Terschieden begründen. Nach der vorausgehenden Darstellung er- 
scheinen sie sämtlich auf das Prinzip des Mittelwertes zurückgeführt. 
Der Unterschied der Methoden liegt in der Yerschiedenartigkeit der 
Bestimmoug der rechnongsmäßigen Werte der Erscheinung. 

In den Methoden von WoUhouse, Karup und Sprague werden 
beispielsweise die redirmngsntäßigen Werte auf dem Wege der Inter- 
polation entwickelt. Die beobachteten Werte werden in so viele 
Gruppen gleich weit voneinuider abstehender, immer je durch eine 
bestimmte Anzahl äquidistanter Pnnkte getrennter Werte zerlegt, als 
rechnungsmäßige Werte für jeden Punkt erzeugt werden Bollen und 
die Zwischenwerte durch die Annahme gewonnen, daß sich durch die 
beobachteten Werte Parabeln der zweiten bis fünften Ordnung legen 
lassen. 

In den Highamschen Formeln macht man von dem Satze Ge- 
brauch, daß bei stetigen Funktionen sich jeder Wert bis auf sehr 
kleine Größen erster Ordnung der Kleinheit (bis anf erste Differenzen) 
durch die Nachbarwerte, bis auf sehr kleine Größen zweiter Ordnung 
der Kleinheit (bis auf zweite Differenzen) durch die Summe zweier 
auf beiden Seiten gleich weit abstehender Werte erzeugen lassen müsse. 

Inbezug auf den Wert einer bestimmten Formel vermag man 
aber aus der Entstehungsweise im allgemeinen kein begründetes Ur- 
teil zu fällen. Von vornherein scheint nur klar, daß durch die Ein- 
hesiehung einer größeren Ämahl von Werten in die Becfmut^ die 
Mbnung der Werte, tveldie Ursache auch den Änderungen zugrunde 
liegt, durch ein möglichst großes Gewicht der Mittelwerte das Prä- 
valieren der letzleren, also das Anschmiegen an die ursprüngliche Form 
der Kurve begünstigt wird. Nicht zu entscheiden vermag man jedoch 
über die Kraft der Formeln, Fehler zu eliminieren. 

Hinsichtlich der Fehler wirken nämlich die beiden Operationen der 
mechanischen Äusgleichsformeln, die Interpolation und die Wahl des 
arithmetischen Mittels, entgegengesetzt. Die Interpolationsformeln selbst 
vergrößern die Fehler desto mehr, je größer die Ordnung der in ihr 
aufscheinenden Differenzen ist; die Mittelwertbildung d^egen wirkt auf 
die Auffiebung der Fehler ein. Um die erstere Behauptung einzusehen, 
bezeichne man mit u^, u^^i, m^+sj ■ ■ ■/ %+« ^^^ w -|- 1 wahren und 
unter v^, v^^^, v^^^, ■■■, v^^^ die n+1 beobachteten Erscheinungs- 
werte; dann gilt für jeden interpolierten Wert: 

t'^ + . - «, + ^^«'^ + Ej^V + ■ • ■ 
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% 69, Versuche zur Erläuterung dei mechatuBcheu AaBgleichafonueln. 239 
Die Fehler des interpolierten Wertes sind infolgedessen: 

P«-K " % + , -^x+, = ^x — %+ ^li'K ~ Wj + ^!t-^'("i ~ "J H 

= e^ + Ei^p^ + fig^'p, + ■ ■ ■ 
Nun besteht 

Wenn aber die Fehler in den aufeinanderfolgenden Beobachtungs- 

pnnkten (wie bei genaueren Beobachtungen vorausgesetzt werden muß) 

fflr Nachbarwerte der Größe nach fast gleich sind, dem Zeichen nach 

wechseln, dann ist z/*p^ nahezu die Summe der Absolutwert« der 

obigen Reihe. 

^'ör / % / ^ 

(p«+t)-(9«+*+i) 9 

^'1^ ^*e, = ^(1 + Ä-^ + Ä, + ■••) = p . 2» 

Ea entsteht demnach die Frage, ob man nicht die mechanischen 
Ansgleichsmethoden auf anderem Wege, etwa auf Grund der Ergeb- 
nisse der 2. und 3. Ausgleicbsmethode, welche beide zu festen Typen 
in der Art der mechanisdien Ausgleichsformeln fuhren, beurteilen könne. 
Aus den Erörterungen zum zweiten Fall der Ausgleichung ist 
zu entnehmen, daß alle abgeleiteten mechanischen Formeln den all- 
gemeinen Aufbau der dort entwickelten Ausgleiehaformeln tatsächlich 
besitzen. 

Es erübrigt demnach die Entscheidung, ob das Gefalle der Kon- 
stanten nicht unter dem der Binomialkoeffizienten jenes Exponenten 
liegt, welcher der Anzahl der in die Ausgleichung eintretenden Glieder 
gleichkommt. Zu diesem Behufe erscheint in der nachfolgenden Tabelle 
das Verhältnis der Folgeglieder zu den mittleren Gliedern einiger be- 
kannteren Ausgleichsformeln und der entsprechenden Binomialkoeffi- 
zienten entwickelt. 

GrOßenverhältuis zum Mittelgliede beim BinfluBse von n Gliedern. 



Abttuid 


n 


= 14 


n 


= 16 


«=18 


n 


= 28 


vom Mlttel- 




















hODH 






koetBiicnten 




kMffciBnMn 




knefaiisnten 





1,000 


1,000 


1,000 


1,000 


1,000 


1.000 


1,000 


1,000 




0,960 


0,875 


0,960 


0,889 


),912 


0,900 


0,934 


0,933 


2 


0,840 


0,583 


0,720 


0,622 


0,696 


0,665 


0,726 


0,759 


3 


0,28Ü 


0,292 


0,400 


0,389 


0,424 


0,381 


0,438 


0,536 


4 


0,120 


0,106 


0,120 


0,141 


M^s 


0,176 


0,171 


0,328 


ö 




0,027 


0,080 


0,0*3 




0,063 




0,178 




0,080 


0,004 


0,080 


0,009 


0,064 


0,037 


0,098 


0,078 


7 


0,120 


0,000 


0,040 


0,001 


0,072 


0,004 


0.113 


0,030 












0,048 


0,001 


0,074 




9 
10 




z 


z 


~ 


0,016 


Z 


0,026 


0,003 
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240 ^- Die Theorie der Anagieichnng, 

Aus der Tabelle folgt, daß bei den anerkannt besten Ausgleichs' 
formein das Gefälle der Koeffieien^ der den Mittelgliedern zunächst 
stylenden Glieder nahest, mit dem Gefälle der entsprechenden Seihe der 
Binomialkoeffinienten übereinstimmt. 

Im dritten Falle der Ausgleichung kann die Äusgleicbsformel ffir 
den mittleren Wert eines Bereiches jede willkürliche Gestalt annehmen, 
bestimmt aher sodann alle Werte des ganzen Bereiches, für welchen sie 
abgeleitet ist. Beispielsweise müßte bei Wittsteins Formel das Ergebnis 

y. - 1 K-. + ■».-i + ». + ".« + -.t.) 

als ausgeglichener Wert im Punkte z und den beiden vorangehenden 
und folgenden Beobachtungspunkten gelten. Wenn jedoch nadi der 
Art der mechanischen Methoden die Formel für jeden Be<:^>achtungs- 

punkt neu ermittelt, also 

Vx + l durch -g- {«?,_!+ U!^+ **'ir + l+ Wi + »+ ^x + i) 

dargestellt wird, dann bedmtet das Ausgleichsergehnis die ümhüllungdinie, 
welche man erhält, wenn man den durch die Teilung der Beobach- 
ttmgswerte in bestimmte Bereiche resultierenden Ausgleichsprozeß durch 
Verschi^ng der Bereiche um je einen Beobachtungswert so oft wieder- 
holt, (äs in jedem Beobachtuttgsberei^he Beoha^Mungswerte vorhanden sind. 
An der Hand dieser Deutungsweise ist es möglich, die mecha- 
nischen Änsgleichsformeln noch nach anderweitigen Gesichtspunkten 
zu interpretieren und dementsprechend auch auszugestalten. 

§ 60. Die meohanisohen Formeln als Spezialf&lle des 
dritten Falles der Ansglelohnng. 1. Die Mittelbildnng der me- 
chanischen Ausgleich smethoden ist nur eine näherimgsweise Tei-wen- 
dung der Methode der kleinsten Quadrate. Einerseits kommt die Ab- 
grenzong eines bestimmtes Bereiches und die Beschränkung auf jene 
Parabeln, welche sich in diesem nach einem bestimmten Prinzipe mit 
Hilfe äquidistanter Punkte bilden lassen, einer gewissen Aufteilung 
der Gewichte über die verschiedenen Beobachtungspunkte je nach ihrer 
Stellung zum Mittelwerte gleich; jenen Beobachtungspunkten nämlich, 
welche bei der Bildung von Parabeln Öfter mitwirken, wird offenbar 
auch ein höheres Gewicht zuerkannt. Da/raus folgt zunächst, daß im 
mecbanisdien Ausgleichsprozesse a/n die Stelle der beobadtteten willkürliche 
Gewichte treten. Andererseits wird bei der mechanischen Ausgleichung 
die Anzahl der zur Mittelbildung herangezogenen Kurven auf wenige 
eingeschränkt, während bei der Methode der kleinsten Quadrate immer 
unendlich viele Kurven in den Vergleich zur best«n Kurve eintreten. 
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§ 60. Die raech.. Formeln ala Spezialfälle d. dritten Falles d. AuBgleJchung. 241 

In der WollhouBeschen Formel wird beispielsweise der Beob- 
achtang in den 5 Sclieitelwerteii der benutzten Parabeln etwa ein 
Gewicht 5 zugedacht, weil an der Bestimmung der in diesen Punkten 
geltenden Mittelwerte alle 5 Parabeln teÜDehmeo, während den Nach- 
barwerten, je nach den Abständen vom Mittelwerte, nur die Gewichte 
4, 3, 2, 1 zukommen. Streng genommen müßte aber die auf solcher Basis 
entwickelte Methode nicht zur einfachen MittelbUdui^, sondern zur Form : 

[Wp] [px] [pX^ : I [p] [px] [pX*] j 

y •= [wpx] [px^] [px"} I : I [px] [px*] [px»] i 
[u-px'] [px''] [px*] I ; [px^ [pxl [pa^] j 
führen, worin p^ =j)+j — p+j — p+s— 5; p+i= 4; p+s= 3; p+6= 2; 
p+j = l gleichkommt. Wird in dieser Formel noch fOr [pa:*] = «^ 
geschrieben und bemerkt, daß [pa''*'*''] = 0, so erlwlt man als Äus- 
gleichgfnnktion 

[lep] - [wp'x] ^ 

y ~^:^-'- (^xviii) 

"i — ^ 
Die Ausführung der angedeuteten Operation ergibt; 
ß(,_55, a, = 660, «.-16764 

_ ["'i'] — 0,03988 [wpai'j 
^ ~ 29,015 

y = 0,1723 Wa + 0,I6ö4(ifi + w_^) + 0,1451 (u'^ + w_j) 

+ 0,1112 (iOj-l- w.g} + 0,0510(M>,+ if.J + O,O016(M;5-f- m;_5) 
- 0,0287 (iPg + w_J) - 0,0320(w, + «-_,). (XXVnii) 

In der Karup sehen Formel versucht man durch 20 beobachtete 
Punkte und die rechnungsnüißigen Werte der Erscheinung, welche 
sieb aus diesen durch Interpolation mit Hilfe von oskulierenden 
Parabeln 3. Ordnung erzeugen, die beste resultierende Kui-ve zu ge- 
winnen. Die Oskulation erfolgt im Mittelwerte der Parabel, welche 
im übrigen nur durch einen um 5 Punkte entfernten Punkt hindurch- 
zugehen hat. Die Bedingung der Oskulation erscheint vom Stand- 
punkt der Bildung der Ausgleichskurve gleichfalls nur als Erhöhung 
des Gewichtes. Mit Rücksicht darauf wird man denmach der Beob- 
achtung im Werte bis ± 4 ein Gewicht 6, nämlich das Gewicht 2 
der Eigenbeobachtung und das Gewicht 4 der hindurchgehenden vier 
rechnungsmäßigen Werte; ebenso den um 1 Intervall von den Grenz- 
werten dieser Strecke entfernten Werten der Erscheinung die Gewichte 
5; den um 2 Intervalle entfernten Werten die Gewichte 4 usf., den 
um 5 Intervalle entfernten Werten die Gewichte 1 beizulegen haben. 
Die Ausgleichskurve ei^bt somit für den Mittelwert 
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VI. Die Theorie der Auegleichung. 



y- 



I [p] [px] ipx'] [px'q \ 

[px] [pa^ [px^ [pa^] ' 
\ [px'] [px^^ Ipx*] [px"]] 
. [px^] [px*^ Ipx"] l^x^] I 



[wp] [px] [px*] [px'^ 

[wpx] [px^ [px^] [px!"] 

[wpx^ [px^ [px*] [px*] 

[tcpj^ [px*] Ipx^] [px*] 
Wenn man aber zur Erhöhung des Gefälles statt der obigen 
Gewichte p die Gewichte nur im Punkte Null = 6, in den Punkten 
±1—5 ulw., endlich in den Punkten 5 bis 9 der Einheit gleich- 
setzt, so wird [px] = [px^] = [px''] = 0; [p] = 44. För [px'] = Oj, 
[px*] = «4 und [px^ = «9 ergibt sich hieraus ganz in Analogie der 
für Wollhouseus Formel durchgeführten Entwickelungen 
[top] — — [ujjja!*] 



{XXIX) 



Für cj — 670 und a^ — 31606 reduziert sich die Formel s 
_ [tpp] — 0,031198 [icffa:*] 
^ ~ 29,797 

Als schließliche Ausgleicheformel findet man: 

y, - 0;2013«;, + 0,1642(m',^., + w„_i) + 0,1229(m?,^.j + w,_j) 
+ 0,0815{m;,^s+ w^_g) + 0,044i(w^^^+ w^_,) 
+ 0,0158^^, + u>^_,) + 0,0080(m;,^.,+ «;_,) 

- 0,0013(w^^,+ )P^_,) - 0,0119(m;,^.8 + w^.g) 

- 0,0241(w^^g + ir^_s) (XXIX,) 
Welche Korrekturen durch derartige Änderungen in der Dar- 

stellnngsweise der mechanischen Ausgleichskurven erzielt werden, ist 

aus dem nachstehenden Vergleiche zwischen Wollhonaens originärer 

und abgeänderter Formel zu entnehmen: 

WollhouBODB Ausgleiobung 

^«' ^iSSSit'"" l'IW«™" ».Diffe™ 

35 0,00877 

36 0,00911 31 

37 0,00946 35 1 
88 0,00978 32 — 3 
39 0,01008 30 — 2 
*0 0,01031 '23 — 7 

41 0,01049 18 — 6 

42 0,01073 34 6 

43 0,01113 40 16 

44 0,01156 43 3 

45 0,01219 63 20 

46 0,01294 75 12 

47 0,01370 76 1 

48 0,01444 74 — 2 

49 0,01622 78 i 

60 0,01696 73 — ö 

61 0.01667 72 — 1 

62 0,01756 es 16 



Abgrtlnderte Formel 


Wihnohsln- 


I. DlfferanB i. 


Uohkült 


0,00882 




0,00916 


34 


0,00945 


29 


0,00972 


27 


0,00998 


26 


0,01023 


25 


0,01062 


29 


0,01082 


30 


0,01113 


31 


0,01167 


44 


0,01217 


60 


0,01394 


77 


0,01375 


81 


0,01440 


65 


0,01606 


66 


0,01680 


74 


0,01666 


86 


0,01772 


107 
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g 60. Die mech. Formeln &1b Spezialfälle d. dritten Falles d. Atugleichiug. 243 

Inwieweit darch Bolche Formeln die Änleliuuug an das theore- 
tische Minimalgefalle bewirkt wird, laßt sich der folgenden Zahlen- 
reihe entnehmen: 
Veihältniazabl bei Ab- Abgtand vom Maiimum 
ändenmg der Formel von I 2 3 1 G 6 
Wollhouae 0,961 0,838 0,642 0,294 0,009 0,166 
Kamp 0,814 0,610 0,406 0,220 0,078 0,040 

2. Durch eine derartige Ausgestaltung der Theorie wird eine 
nach der Theorie der Fehlerquadrate einwand&eie Bestimmung der 
fßr jeden Ansgleichsbereich besten Enrre ermöglicht. Nicht eliminiert 
erscheint jedoch der Fehler, welcher in die Eesultate dadurch gebracht 
wird, daß man sich lediglich der Umhüllungslinie der für die Ausgleichs- 
bereiche erhaltenen Kurren bedient. Unmittelbar einleuchtend ist dies- 
betreSend, daß durch diesen letzteren Prozeß nnr dann keine Ver- 
schlechterung in die Ausgleiehaej^ebnisse getr^en wird, wenn die fBr 
die Ausgleichung jedes einzelnen Bereiches herangezogene Kurve das 
gesuchte Knrrengesetz selbst ist 

Dieser Forderung entspricht nahezu die Gompertz-Makehamsche 
Funktion (für die Abeterbeordnung) und es könnte daher die Frage 
aufgeworfen werden, wie sich die Ausgleichsfunktion unter ihrer Ver- 
wendung gestaltet. 

Die aus ihr resultierende Formel erweist sich aber als Überaus 
kompliziert. 

Wenn man jedoch von bestinmiten Formen der Ansgleichskurven 
absieht, dann wird offenbar der durch die Bildung der Umhüllnngs- 
linie selbst in die Rechnung getragene Fehler dann ein kleinster sein, 
wenn die Zahl der zur Ausgleichung herangezogenen Punkte die Kon- 
stanten der Kurve nur um eine Einheit überschreitet. Sine solche Aus- 
gleichshtrve sdl eine Kurve kleinsten Zwanges genannt werden. Man 
kann deren Gleichung leicht ableiten. 

Die Ausgleichf^leichimg laatet im allgemeinen: 

aC». -»■) «Ji + ftO. - "i)*». + •■■ + p.(». -<«.)«».- 0- 

Für die Ansgleichskurve kleinsten Zwanges muß aber eine Be- 
ziehung unter den ny, etwa qD(y,, y^, ■•• y,) — 0, bestehen. Wird die 
daraus folgende Variation 

mit der obigen Gleichung verglichen, so resultiert für X als einen 
konstanten Faktor ganz allgemein 

p,(j,._«,^) = ^|| oder y<=«'(+j^|j- 
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Der Faktor X läßt sicli durch Substitution der y Werte in die Be- 
ziehnngsgleicliung <p (j/itt/i, ■ • ■ y„) = ^ berechnen. Mau erhält für ihn 









Nimmt man nun an, 


daß man bei der Entwickelnng di 


er linken 


Seite der Gleichung nach 


-- g^ sich atetB mit den erateu 


Gliedern 


begnügen kann, dann erhält man für 




und daher allgemein für 


9.(«-,,«-i, ■■■,«.■„) 




um 




!'(=«',- 


lim ^'"'^- 


(XXX) 



In dem sehr allgemeinen Fall, daß 
wenn /J, f^, fs---f„ Funktionen von x sind, hat man 

Um zum Beispiel die Gerade kleinsten Zwanges zu erhalten, 
wird man die beiden Gleichungen 

yL{^3~^a) + y^i^a ~ «i) + y^i^L-^) = o 

und 

Pi {vi — »'i) **/! + i>s iy% — ^2) ^Ss + P3 (y» — "'s) ^J/ä — 

zu identifizieren haben, woraus sich sofort die drei Grundgleichungen 

yi-t^i+j^ (^a - ^»)i J/a = ^"3 + ^ (^» - a^i); J/8 = Wj + - (x, - X,) 
lind für 

Pl = Pi^ Pa ^^^ X^ — X^ = X^— X^ = 1 

die folgenden Beziehungen entwiekelu 



Analog hat man für die Parabel zweiter Ordnmig und kleinsten 
Zwanges die Gleichungen 
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y, [x^x, {z^ - a^) + «4 (a:,'- x^*) + x^^ (x^ - x,)] + y^ [x^ x^ {x^ - x^) 
+ rc, ix^' ~ x^*) + X* {x, - x^)-\ + y, [x^x, {x, - x,) 
-\- x^ {x, ' — X^^) + X,* (x^ — xj] 

— tf* [^i ^8 (*s - 3^) + «1 3^3 (iT, — arg) + a^j x^ (x^ - aij] - 

und 

Pi(^i-'^i)<^Vi+Pi(yi-^i)^yt+Ps(jfs-^3)^ys+Pi(yi-^i)^yi''^ 

zu identifizieren. 

Hieraus ergibt sich flir iJi — ft = Pj = p^ und a^ — a^j = a:, — a^j 



y^ = «?, + 2A — - 
j/,= M--g— 6X-- 



'•+_?.'^« + ^+i 



- Sw, + 3w, - 



Symmetrische Formebi erhält mau für die mittleren Abszissen 
und die Parabeln ungerader Ordnung. Für die Parabeln 3. Ordnung 
wird der ausgeglichene Wert der mittleren Abszisse (Vgl. Seite 227): 

y» = -sV (- 3^^ + 12M'a+ 17ws+ i2w^■~5^v^), 
für die Parabel 5. Ordnung 

^4=-y^(5w, — 30w^+ 75^5+ 131^«+ 75M)5-30wg+5M;,). 

§ 61. D«r viert« Fall der AoagleicltTintr. Der vierte Fall 
der Ausgleichung führt so wenig wie der dritte Fall zu wesentlich 
neuen Methoden, weil er prinzipiell von dem zweiten nicht unter- 
schieden ist In welch mannigfacher Art das Grundprinzip des Falles 
zur Ausgestaltung eines Ausgleichsverfahrens verwendet werden kann, 
mag an dem folgenden Beispiele nachgewiesen werden. 

Weil alle Ausgleichung Beeinflussnng irgend eines beobachteten 
Wertes durch die Beobachtungen in den Nachbarwerten ist und ge- 
mäß den allgemeinen Ergebnissen des zweiten Falles der Ausgleichung 
gleich weit vom ersteren Werte abstehende Werte diesen gleichmäßig 
beeinflussen müssen, so kann man die Ausgleichsformel, welche die 
Abhängigkeit des unmittelbar vorausgehenden und folgenden Wertes 
aliein in Rechnung zieht, allgemein schreiben: 

y^^ w^+ k^^w^_,. (XXXI) 
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i. wird aber ZTreckmäfiig so bestimmt werden, daß die Gesamtkrüm- 
mimgen der KnrTe ein Minimum ei^eben. I^acbdem nun die OrS&e 
der Krümmung in jedem Werte der ausgeglichenen Kurve durch 
'^^Vx-i gemessen werden kann, so wird man die Bedingung ■ 

^(^^Vj. ^V^ ^(^^w^ ) -f X^'w^_^y = Minimum 
zn erfüllen haben. 

Hieraus erhält man zunächst 

und für 

die Summen zu nehmen über den ganzen Bereich der auszugleichen- 
den Punkte. 

Der Verfasser hat diese Formel zu einer Methode ausgestaltet, 
indem er mit dem auf solche Art bestimmten A zunächst eine Werte- 
reihe (die unausgeglicheoe Tafel M I der 23 deutschen Gesellschaften) 
transformierte und die Quadratsumme der Fehler ermittelte; auf die 
transformierte Reihe das Verfahren nochmals anwandte und sich mittels 
der Quadratsumme der kleinsten Fehlerquadrate überzeugte, ob die 
neue Reihe eine Verbesserung erfahren habe u. s. f. 

Die fünfmalige Anwendung des Verfahrens führte endlich auf eine 
der Verbesserung durch dieselbe Methode nicht mehr fähige Werte- 
reihe mit ziemlich regelmäßigen und sich an die bekannte Zillmersche 
Tafel eng anschließenden Sterbenswahrscheinlichkeiten (Die Methoden 
der Ausgleichung von Massenerscheinungen). 
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6,77 


6,78 


6,73 


6,77 


7,29 


6,82 
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g 63. Die Ausgleichung in der F^he. 

nu Änagleichnng nach 

□j,. ImidigM ImillBer 8m»Ua«r Inmllger 
Wladarbolnng das Veifahmig 

11.36 11, 
12,10 12, 
12,96 12; 
13,77 13, 
14,09 14, 
15,04 15,1 

16.37 16, 
15,63 16,: 
16,41 16,1 
17,67 17,' 
19,03 * 18,' 
20,26 20,: 
31,62 21,' 



S4,6S 
86,96 
39,64 
11,86 
44,15 
46,51 



11,68 
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11,67 


12,22 


12,26 


12,29 


12,96 


12,96 


12,96 


13,69 


13,67 


18,64 
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14,31 


14,28 


14,90 


14,89 


14,88 
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16,16 
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16,97 


17,79 
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19,11 
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28,87 


80,28 


30,24 
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32,29 


82,46 


82,46 


84,72 
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34,77 


37,02 


37,09 
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39,49 


89,43 


39,48 


41,82 


41,88 


41,76 
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44,50 


44,69 
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47,60 


47,81 



§ 63. Die Ansgleichnng In der Fl&ohe. Ea kommt oft 
vor, daß die Watradieinlichkeiten in ihrer Abhängigkeit Ton mehreren 
unabhängig Veränderlichen (die Sterbenswahrsoheinlichkeiten beispiels- 
weise in ihrer Ablütngigkeit vom Alter und der Vertragadauer) zur 
Beobachtung und Darstellung gelangen. In solchem Falle wird die 
Ausgleichung der beobachteten Werte rücksichtlich aller xinabhängig 
Variablen, also so vorzunehmen sein, daß Stetigkeitssprfiuge ver- 
mieden werden, in welcher Richtung {nach welcher Veränderlichen} 
auch die Veränderungen der beobachteten Werte verfolgt werden 
sollen. 

N'achdem für die Abhängigkeit von mehreren Veränderlichen in 
der R^el alle plausiblen Annahmen Über Gesetzmäßigkeiten fehlen, 
welche für die ganze Erscheinung giltig sein könnten, so wird man 
sich mit Vorteil solcher Annahmen bedienen, welche för enge Be- 
reiche der auszugleichenden Wahrscheinlichkeiten wahrscheinlich- sind. 
Auf diesen Fall sind aber die bisherigen Ableitui^en unmittelbar 
anwendbar. Hängt, um diese Behauptung an einem Beispiele zu er- 
weisen, eine Wahrscheinlichkeit tc^ von zwei unabhängig Veränder- 
lichen mit diesen derart zusammen, daß in engem Bereiche die Identi- 
fizierung mit einer Linearfunktion möglich ist, so wird man die be- 
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248 ^I' Die Theorie der Änsgleichtuig. 

obachteten Werte derart in die anBzngleicheaden Z^^^ = ax-{-bp-\-c 
umzubilden haben, daß 

[p(ax + by + e — w)*] = Minimum, 
woraus wieder unmittelbar das Gleicbangssystem folgt: 

a[px^ + b[pxif] + c[xp] = Iwxp], 

alpxy] + b[py^ + c[yp] = [wyp], 

a[px] -\- b[py] + c[p] = [wp]. 

Wird in Analogie der bisherigen B^andlungsweise des Problems 

Pt'~Pi=Pi='±^ gesetzt und der Koordinatenanfangspunkt in die 

!Mitte des Ausgleichsbereichs, also derart verlegt, daß [x'\ — [y] — 

und [p] »- 2»» + 2« + 1, so erhalt man für die Konstanten die Werte 

[»a;][y']-[»j,H^ 



Wenn endlich statt der ausgeglichenen Werte die Umhüllungs- 
linie der Ausgleichung genommen wird, dann ist 



2m + 2n+l 
worin «?,, w^, •■•«'„ die beobachteten Werte nach den Änderungen 
der einen, w^, w , ■ ■ ■ MJ„ die beobachteten Werte nach den Änderungen 
der andern nnablÄngig Veränderlichen bedeuten. 

In analoger Art bann man eine Fläche zweiter Ordnung der Form 
z = a^x^ + «li y* + «1» a; y + «1 a; + aj y + 0^ ^u bestimmen trachten, 
welche durch die Beobachtung im Koordinatenanfangspunkte und in 
n benachbarten Torausgehenden und ebenso vielen folgenden Werten 
der Abszissenachse, femer in m benachbarten vorausgehenden und 
ebenso vielen folgenden Werten der Ordinatenachse bestimmt wird. 
Sieht man wieder von den Gewichten ab, dann erhält man zur Be- 
stimmung der Eonstanten: 

«ii[**] + ««[y*] + «0(2« + 2m+l) = [w], 
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§ 62. Die ÄuBgleichung in der FUlche. 2^ 

Die Beobachtang im Eoordinatenan&ngepimkte ergibt « = Oq oder 



' - ['Vi V] [«'■''l 

Im m M 



(XXXIII) 



[»■»■IM bl 

[»>] b'l (2«+2»i + l) 

M lyji ' '" iMOT 

ll'Uim ,) |[^,] [j,^ (2»+2»+l)l 
Wird beispielsweise angenommen, daß m — n = 2 ist, ao er- 
hält man zunäctst 

M -!>■]- 10; [a^] - [;/•]- 34; [i'y^ - 100 
und 

503ä =- 5[!ra;*] + 5[wy^] - 67[w]. 
In den Zeichen der irülieren Ansgleichsbedingnng resultiert 

oder endlich: 

s — 0,1332 M'o + 0,1233{wi + m;_, -\-w^-\- w_,) 
+ 0,0934(wj + w_i + Wj + «'_s). 
Um die Theorie an einem Beispiele zu erläutern, soll die Aus- 
gleichung TOD Invaliditätswahrecheinlichkeiten vorgenommen werden, 
welche in ihrer Abhängigkeit vom Alter und der Berufsdauer be- 
obachtet sind. .£b hat sich ergeben iür das Dienerpersonal der k. k. 
priv. Kaiser Ferdinauds-Nordbahn in Wien als lOOfache Invaliditäts- 
wahrscheinlichkeit (unausgeglichen^)) 



BeobMh- 








Dienstzeit 






tungsalter 


3—7. 


8—12, 


13—17, 


18—22, 


23-27, 


28-32 


36 


0,036 


0,493 


0,777 








40 


0,060 


0,531 


0,777 








4B 


0,063 


0,420 


0,595 


1,193 


2,746 




60 


0,365 


0,994 


1,259 


1,024 


2,553 


2,051 


66 




0,508 


2,103 


1.286 


2,359 


3,687 


60 






0,646 


2,743 


4,944 


4,813 


65 










11,449 


9,829 


70 










14,444 


27,304 


76 




„ 


— 


— 


_ 


34,483 



Durch Anwendung der Ausgleichsformel 



1) Der Verfasser, die Abhängigkeit der Invalidität» wabracheintichkeiten der 
Angestellten von der Bemfedaaer (Wien 1905). 
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erhält man schließlich 



Beobach- 








Dienataltei 








tungiBlter 


3—7, 


8— IS, 


13—17, 


18—33, 28—27, 


28—32, 


33—87, 


38-42 


35 


0,196 


0,469 


0,682 










40 


0,173 


0,466 


0,670 










16 


0,327 


0,621 


0,S49 


1,390 2,164 








50 


0,474 


0,709 


1,195 


1,463 2,147 


3,764 






65 


— 


1,203 


1,160 


1,903 2,966 


3,076 


4,934 




60 






t,832 


2,405 6,362 


6,884 


8,632 




66 








— 13,667 


14,319 


16,063 


22,176 


7« 


— 


— 


— 


27,732 


27,223 


27,860 


36,834 



§ 63. Die Gfraphische Methode der Ansglelehnng. Die 

graphische Methode besteht allgemeiii darin, daß die Werte der Er- 
scheinung nach einem irgendwie geteilten Maßstab auf den durch die 
Kombination der Ursachen definierten geometrischen Orten aufgetragen 
werden und das hierdurch erhaltene geometrische Gebilde (die Kurve, 
die Fläche) durch ein anderes Gebilde ersetzt wird, welches sich dem 
ersterea möglichst anschmiegt und hierbei gewisse charakteristische 
Merkmale besitzt. Die letzteren können als Anwendung der Er- 
fahrung des jeweiligen Ausgleichers auf einen speziellen Fall ai^e- 
sehen werden. Je nachdem sie die ganze Kurve oder bloß einen Teil 
umfassen, wird die graphische Methode unter den 2. oder 4. Fall der 
Ausgleichung einzureihen sein. Damit die große Unbestimmtheit des 
Verfahrens einigermaßen eine Begrenzung erfahre, sind von mehreren 
Ausgleichem gewisse Maßnahmen empfohlen worden. 

1. Fischer schlägt vor, die Kurve in möglichst großem Maßstabe 
zu zeichnen und bei der Konstruktion der ausgeglichenen Kurve 
Schwunglineale zu verwenden; auch soll die Ausgleichung immer auf 
die Beeinflussung von 5 Nachbarwerten Bedacht nehmen.^) 

2. Nach Lazarus sollen in jedem Werte der unabhängig Ver- 
änderlichen, in welchem Beobachtungen angestellt wurden, nicht nur 
die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Wahrscheinlichkeiten, 
sondern auch die wahrscheinlichen Fehler, die letzteren als Fehler- 
zone verzeichnet werden. Die ausgeglichenen Werte sollen sich im 
großen ganzen in der Fehlerzone bewegen.^) 

3. SprE^ue fordert die Zusammenfassung der Beobachtungs werte 
in Gruppen gleicher Gewichte (d. h. in Gruppen mit gleichem Ge- 
samtgewichte) und setzt für jede derselben eine gemeinsame Wahr- 
scheinlichkeit, abo einen gemeinsamen Wert der Durchschnittswahr- 



1) Ph. Flacher, Grundzflge des auf die mensohlichs Sterblichkeit begrön- 
deten Veraicbemngsweseiia. Oppenheim 1859, 

2) LazaiuH, Berichte der mathem. OeBellachaft in Hamburg 1879. 
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scheinlichkeit der Einzelbeobachtungeii feet. Die DurcbsclinittsTralir- 
Bcheinlichkeiten sollen zur Erfassung des allgemeinen FunktioaB- 
chaxaktere der Erscheinung dienen, die Detailausgleicliungeu derart 
erfolgen, daß die zweiten Differenzen der ausgeglichenen Werte in 
größeren Abschnitten der Knrre dasselbe Zeichen tragen nnd die 
theoretische und beobachtete Anzahl ron Toten innerhalb dieser Ab- 
schnitte gleich sind.*) 

4. Kaan hat ein nnd dieselbe Beobachtungsreihe von 7 ver- 
schiedenen Technikern behandeln lassen und die Quadratsumme der Ab- 
weichungen zwischen den ausgeglichenen und beobachteten Werten 
für jede Ansgleichsreihe, sowie diese Quadratsumme für das arithme- 
tische Mittel aller 7 Beobachtvingsreihen bilden lassen. Als beste 
Kurve sah er unter den konstruierten 8 Kurven jene an, für welche 
die Quadratsumme der Fehlerquadrate ein Minimum wurde. 

5. Der Verfasser hat Beobachtungen über die Sterbenswahrschein- 
lichkeiten monatweise (also nach den durch Monate unterschiedenen 
Altern) angestellt und 12 benachbarte Werte immer zu je einem 
Mittelwerte vereinigt, um einerseits eine gewisse Ausgleichung in den 
ursprünglichen Beobachtimgen selbst zu erhalten und andererseits die 
Maxima und Minima leicht überblicken zu können.*) 

g 64. Kriterien zur Beartellnng der besten Ansgleiobang. 

Zur Vei^leichung der nach verschiedenen Methoden gewonnenen Re- 
sultate dienen: Die Summen der kleinsten Fehlerquadrate der be- 
obachteten und ausgeglichenen Werte, die Unterschiede zwischen den 
nach der ausgeglichenen Tafel an der Hand der Beobachtungen er- 
warteten und den wirklichen Toten (allgemein zwischen den erwar- 
teten nnd wirklichen Ereigniszahlen), die Anzahl der durch die Aus- 
gleichung an dem beobachteten Gesetze nicht veränderten Differenzen, 
endlich das Maß der Unregelmäßigkeiten in der ausgeglichenen Kurve, 
Über diese Kriterien ist im einzelnen das Folgende hervorzuheben: 
1. Die Summe der Fehlerquadrate gibt nur dann ein brauch- 
bares Kriterium, wenn die Resultate auf gleicher Grundlage (bei- 
spielsweise immer nach einer Gompertz-Formel, oder immer nach mecha- 
nischen Formeln) aber nach yersehiedener Näherungsmethode gewonnen 
werden. 

1) Spragne, The graphic method of adjusting mortalitj tables. Journal 
of the Inst, of Act. Vol. 28. 

2) Anhang zur Jubilänmedenkscbrift des Qeterieicbiscben Beamten verein». 
Wien 1890. 
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Beispielsweise ist die lO'^fache QuadratBnmme der Fehlerquadrate 
im Stücke der Äbsterbeordnimg der 20 englischen Öesellsehaften 
zwischen den Altem 35 und 52 nach der Wollhonaesclien Methode 
31^37, nach der Korrektur auf Seite' 242: 37,658. 

Es hat aber keinen Sinn, zwei nach verschiedenen Prinzipien ge- 
wonnene Resultate inabesondere dann zu vei^leichen, wenn aus ander- 
weitigen Erfahrungen der Vorzug der zugrunde liegenden Methode 
von vornherein feststände. Wurde beispielsweise der Qompertz-Ma- 
kehamschen Formel aus physiologischen Gründen der denkbar größte 
Qrad der Wahrscheinlichkeit zukommen, dann müßte jedes andere 
Ergebnis mit kleinerer Quadratsumme der Fehlerquadrate zurück- 
stehen; KU kleineren Quadratsummen würde ja jeder beliebige Eurren- 
zug führen, welcher sich zwischen den beobachteten und den nach 
der Gompertzformel ausgeglichenen Werten befände. 

2. Der Untersebied zwischen den wahrscheinlichen nnd wirk- 
lichen Toten muß bei jeder branchbaren Ausgleichsmethode an sich 
klein sein, weil dies im Wesen der Ausgleichsgleichnng gelegen ist. 
Aber ein Kriterium für die beste Methode kann der Unterschied nicht 
abgeben. Um den ersteren Teil dieser Behauptung zu erweisen, 
braucht man bloß eine der 4 Formen der Ausgleichsgleichnng ins 
Auge zu fassen. Bezeichnet t^ die wahrscheinliche, T^ die beobachtete 
Zahl der Toten im Beobachtungspunkte i und multipliziert man bei- 
spielsweise in der ersten Form der Ausgleichung das Gewicht mit 
dem Elammeransdruck, so erhält man 



2j\y,(i-y,^ y,(i-i/,))^^* 



Weil aber y^(l — y,} an sich in der ganzen Absterbeordnui^ eine 
wenig variierende Größe darstellt, so kann man hierfür auch schreiben : 



^(2',-yä!/,-0. 



Diese Gleichung wird nur dann streng erfüllt, wenn Punkt für Punkt 
T; — i, = 0. Sie wird näherungsweise zutreffen, wenn sie für be- 
stimmte Strecken zutreffend erachtet werden kann. 

Daß aber die erwähnte Bedingung kein Kriterium für den Ver- 
gleich der Methoden abgeben kann, erhellt schon daraus, daß sie die 
nicht ausgeglichene Kurve streng erfüllt und, wie im § 53: b be- 
wiesen wurde, die ausgeglichenen Kurven, welches auch das ange- 
nommene Kurvengesetz ist, stets so bestimmt werden können, daß 
der erwähnten Bedingung genügt wird. 



Digitiz 



,yCoogle 
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3. Die AuBgleichsmethoden haben den Zweck, lediglicli die Be- 
obachtoi^fehler zu eliminieren, soUen aber die Form des Gesetzes 
selbet unberübrt lassen. Diesem Grundsätze können die mecbanischen 
Äuegleicbsknrven nicht entsprechen. Die letzteren lassen sich luimlich 
als ganze symmetrische Il^inktionen der Beobachtungen immer durch 
Differenzreihen mit Differenzen gerader Ordnung ausdrücken und müßten 
— sofern sie auf vollständig regelmäSige, d. h, von Beobachtnngsfehlem 
nicht entstellte Funktiouen, etwa anf Kurven zweiter oder höherer Ord- 
nung angewendet werden — diese selbst auf die Gleichung y^ — w^ 
überführen. lu diesem Falle wäre aber die Äusgleichsgleichung eine 
Wurzel der Erscheinungsfunktion, welch letztere stets unbekannt ist. 

Die Art der Änderungen, welche die Funktion selbst erfähiii, 
werden unter der Annahme, daß die laufenden Differenzen mit der 
Ordnung rasch abnehmen, durch das Zeichen der ersten nidit ver- 
schwindenden Differenz charakterisiert. Hierüber lassen sich ■ aber 
ganz allgemeine Regeln aufstellen. Weil nämlich in zur Abszisse 
konkaven Kurven die geraden Differenzen stets positiv, in konvexen 
Kurven stets negativ bleiben, so folgt für konkave Kurven, daß die- 
selben im Falle positiven Zeichens der ersten nicht verschwindenden 
Differenz noch konkaver, im Falle negativer Zeichen jedoch verflacht wer- 
den; für konvexe Kurven resultiert das Umgekehrte. Die Änderungen an 
den Erscheinnugsgesetzen aber müssen desto kleiner sein, je mehr Diffe- 
renzen vom Anfange verschwinden bezw. je kleiner der Koeffizient der 
ersten nicht versehwindenden Differenz ist. Die Überführung der Aus- 
gleichsfimktion auf Differenzen erfolgt zweckmäßig durch die Beziehung: 

+ -^^^=^-~^ ^3/._s + ■■■], (XXXIV) 

als deren spezielle Fälle sich 

y«-f6+J'«-5-2y,+25-=^Vx-i+ 50zf*j/,_3+ ZbJ^y^_^->r \^^*y^_,,+ - 

yx+B+.V^-6=2i/^+36^^!/^_i4-10öz/*|/,_a+ 112z/*!/^_s+ 544*y^_j+-- 
i/,+,-f-y^_,=2y^+49^''i/^_i+196^*y,_j+ 294^«3/,_ä+ 210z/*j/,^^+.- 

darstellen. 
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Bei der Anwendung dieser Formeln auf die wichtigsten mechani- 
scheu Auegleichsformeln erhält man 

1. Für Finlaisoiis (Wittateins) erste Ausgleichung: 

y» = **! + ^''"i-i + ■ ■ ■ 

2. Für Finlaisons (Wittsteins) zweite Ausgleichung: 

3. Für die Ausgleichsformehi auf S. 227 

bezw. ^ 

y» = «'« — y ■^*«'i-s -i 

4. Für Filipowakis Ausgleichsformel: 

% = ■^x + Y '^^^x-l 

5. Für Wollhouseos Formel: 

6. Für die abgeänderte WollhouaeBche Formel: 

y^ = w^ — 7 ■4i^M>^_j 

7. Für die Kampsche Formel: 

8. Für die abgeänderte Kampsche Formel: 

9. Für Highams erste Ausgleichsformel: 

Nach den Bemerkungen auf S. 238 ff. werden die von den Be- 
obachtm^sfehlem abhängigen Störungen in den höheren Differenzen 
immer größer. Das erwähnte Kriterium kann demnach immer nur 
als Maßstab der Nichtänderung des ursprünglichen Gesetzes, niemals 
aber als Maßstab für die Beseitigung der Störungen durch Beob- 
achtungsfehler, welchem Zwecke gerade die Ausgleichsformeln dienen 
sollen, Beachtung finden. 

4. Um einen Maßstab für die ausgleichende Wirkung eines Ver- 
fahrens zu erbalten, pflegt man die ersten und zweiten Differenzen 
der ausgeglichenen Reihe zu entwickeln. Weil nämlich alle in den 
statistischen Massenerscheinungen in Betracht kommenden Funktionen 
sich nur wenig mit dem Alter verändern, können die aus dem Funk- 
tionseharakter hervorgehenden Differenzen nur gering sein. Dagegen 
müssen, wie im § 60 erwiesen wurde, die Fehler durch den Bildnnga- 
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prozeß der Differenzen immer mehr in Erscheinung treten, je liöher 
die Ordnnng der Differenzen ist. Das erwähnte Kriterium ist allge- 
mein giltig. Es worde auch wiederholt versucht, dasselbe zur Aus- 
gleichung methodisch zu verwerten, so insbesondere von Wollhouse 
und Spr^ue. Im § 61 wird ein Yerfahren entwickelt, nach welchem 
die Quadratsumme der zweiten Differenzen über alle Werte der Er- 
scheinung ein Minimum sein müsse. Man kennt das Erit«rium in 
der Literatur als Ebnungskriferium von WoUhouse.^) 

§ 66. DleTerblndnng verachledener Ansgleiohsmethoden. 

Überaus häufig wird zur Ausgleichung eine Kombination von mehreren 
Ausgleichsmetboden verwendet. Aus der Literatur sind insbesondere die 
nachstehenden Verbindungen der Methoden bemerkenswert. Fischer 
konstruiert zunächst nach der graphischen Methode aus einer g^ebenen 
Erfahrungsreihe wahrscheinlicbster Werte eine neue Kurve, welche sich 
der Erfahrungs reihe möglichst anzuschmiegen hat. Ans dieser Kurve 
wird eine zweit« nach der Methode der kleinsten Fehler quadrate 
unter der Annahme entwickelt, daß das Endergebnis eine der graphisch 
ermittelten, für gewisse Strecken parallele Kurve sein müsse. 

Sind also iv^^„ Wa+j, ■ ■ -, w^^^ die in « Nachbarwerten der un- 
abhängig Veränderlichen bestimmten wahrscheinlichsten Werte der 
Beobachtung, w^^^, w^^j, ■ ■ ■, w^+b ^^^ ^"^ graphische Art er- 
mittelten und endlich y^+n ^a+sf ' ' '> ?a+» ^^ ausgeglichenen Werte, 
dann besteht nach der Voraussetzni^ 

Ha+i — y^+i — K+s — K+i 

t/a + a ~ ^3 + 1 = '"^'a-i-i ~ *^a + l 

Sind femer die Gewichte in den Beobachtungspunkten p^^x, Pa+sj " " > 
Pa-^n> dann muß erfüllt sein: 

^Pa+iiVa+i ~ *''a+*)' °" Miuimimi 
oder 

^Pa-\-i^a + l + "'ö + J ~ '"^'a-i-i ~ "'o + i)' ^ Min imum, 

woraus für y„+i folgt: 

[^- + J 

1) Der YerfaBser, Die Methoden det AuBgleichoiig vaa MB.fiBeuerBcliei]]iu)gen, 
Wien 1893, S. 99ff. 



ya4.i"* 



,yCoogle 



256 Tl. Die Theorie der Ausgleichung. 

Belim gleicht eine Wertereihe zunächst nach der Wittsteinschen 
(ein oder zweimal angewendeten) Methode aus und bildet aus diesem 
Ergebnis ein neues unter der Aonahme, daß das Endresultat ein 
Multiplnm der nach Wittsteins Methode ermittelten Hesultate sein 

müsse. Sind wie vorher 

'"o + lJ Wo+i» ' ■ "t *"«+>. 
die beobachteten, 

^'a + lr ^'a + tf ' ' '> "'b + b 

die Wittsteinschen, und 

Jia^V y<. + i> ■ • •> Va + n 

die Endwerte des ganzen Ausgleicbsprozesses, p^ + i, Pa+n ■ ■ ■■ Pa+n 
die Gewichte, endlich c der Faktor, welcher die Endwerte mit den 
Wittsteinschen verbindet, dann erhält man zu des letzteren Bestimmung 
die Bedingung 

2i'^^'a+i ~ ^a+i^Pa+k = Minimum 
nnd hieraus 

" K + X + *Pa + fcl'' 

die Snmmen zu nehmen über alle Beobachtungswerte. 

Kaan hat die nach einem komplizierten graphiscben Äusgleichs- 
prozesse (§ 63: 4) ermittelten Werte einer weiteren Ausgleichung mit 
Hilfe der Annahme unterzogen, daß die gesuchte Endkiirre eine lineare 
Funktion der graphisch ausgeglichenen Kurve sei. Bei Festhaltung 
der bisherigen Bezeichnungsweise folgt für die Bestimmung der Kon- 
stanten der linearen Funktion: 

T'(a + fcwj^j — ^a+i^Pa+t ~ Minimum, 

* = !,>, ••., B 

woraus sich fiir a und b ergeben: 

a[p] +biptc^ =[pMf] 

alpw") + h[pH-'w''] -= [pww']. 
Karups Methode besteht aus drei getrennten Operationen: einer 
vorläufigen (mechanischen) Ausgleichung der gegebenen Sterbeos- 
wahrscheinlichkeiten nach der von ihm gefundenen Formel, einer 
darauf folgenden Korrektur auf Grund der rechnnngsnütßigen und 
wirklichen Sterbefälle und einer definitiven (gleichfalls mechanisdien) 
Ausgleichung, wobei jedoch eine neue Funktion, der Logarithmus der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten, zugrunde gelegt wird. 
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Anhang I. 
Die Haschinen zur Bildung von statistischen fiesamtheiten. 

Die Zusammenfassung der ZäUeinheiten zu Gesamtheiten erfolgt 
vielfach durch Maschinen. Der Vorteil der Verwendung der letzteren 
besteht nicht allein in der viel rascheren Durchführung, sondern 
auch in der größeren Sicherheit der Arbeit. Der hierbei bisher be- 
obachtete Vorgang kann, ungeachtet der Variation in den Einzel- 
heiteu, in der Art charakterisiert werden, daß die Beobacbtungs- 
elemente jeder Zähleinheit zunächst in einer für die maschinelle 
Aufbereitung leicht zuganglichen Form auf Zählkarten angetragen 
nud sodann die Karten durch eine weitere Maschine nach Packen 
gleicher Art gesichtet, eventuell auch sofort gezählt werden. Die 
Auftragung der Beobachtungselemente erfolgt auf Karten völlig 
gleicher und eigens angefertigter Art in der Weise, daß jedes Be- 
obachtungselement durch die DurcMochung der Zählkarte an bestimmter 
Stelle ersichtlich wird. 

Man kann sämtliche Manipulationen von der Anfertigung der 
Karte bis zur vollständigen Fertigstellung der Giesamtheiten durch 
Maschinen vornehmen lassen. Im ganzen kennt man dreierlei ver- 
schiedene Maschinen und zwar 1. eine Maschine zum Drucken und 
Abschneiden der Zählkarten; 2. eine Perforatioua- oder Durchlochungs- 
maschine; 3. eine Ordnungs- eventuell Zählmaschine. Im nachfolgenden 
sollen nun die bei der maschinellen Aufbereitung des Zählkarten- 
materiales zu beobachtenden Vorgänge durch Typen von Zählkarten 
nnd Maschinen verdeutlicht werden. 

Sie Zählkarte. Das Eartenmuster, welches über den Verschiß 
des amerikanischen Versicherungstechnikers Mc. Glintock von eiuem 
Komite amerikanischer Techniker zur Erforschung der versicherten 
Leben entworfen wurde, ist 1\% cm lang, 8 cm breit, in der Mitte 

Blsiolike, DAflieiDkUtclie SUUatik. IT 
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258 Aniumg I. Die Maschinen zur Bildung von Btatiatischen GeBamtheiteu, 

4urcliloclit, an der rechten unteren Ecke schief abgeschnitten und 
enthält drei Yertikalkoloonen zur Aufnahme der Daten (beifolgende 
Figur). Die hundert S'fcxsseMnummem dienen zur Charakteristik des 
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Risikos selbst. Die Durchlochong einer derselben zeigt an und 
zwar von 

No. 1 VersicherungsBumrae 20000 Mk. oder mehr; No. 2 bean- 
tragte Versicberungsaumme, von der Gesellschaft reduziert, No. 3 be- 
antr^te Versicherungssumme angenommen; No. 4 — 7 Unterschiede 
im Volksstamm; No. 8 — i2 Unterschiede in der Beschäftigung; No. 43 
— 58 Besonderheiten im dis^ostisehen Befunde; No. 59 — 72 Be- 
sonderheiten in Gewicht und Heredität; No. 73 und 74 Besonderheiten 
in der Größe allein; No. 75 und 76 hereditäre Belastung allein; 
No. 77 — 98 Unterschiede im Wohnort. Eine Dnrchlochung des L 
bedeutet „lebend aus der Beobachtung geschieden", eine Durchlochung 
von T\ „verstorben". 

Es ist leicht ersichtlich, daß man die Nummern der Klassen 
auch zur Charakteristik anderweitiger Gesamtheiten verwenden kann. 

Durch die obige Charakteristik der Klassen (die Darstellung aller 
Nummern von 1 — 100 durch Einer und Zehner) wird allerdings Kaum 
erspart, doch kann selbstredend damit auf derselben Karte nur eine 
Klasse fixiert werden; behufs gleichzeitiger Charakteristik desselben 
Individuums nach mehreren Klassen, beispielsweise nach Besclwftigung 
und Wohnort, muß die Anzahl der Durchlochungsstellen entsprechend 
vermehrt werden. 

Ganz ähnliche Karten dienen ffir die Darstellung der Zähl- 
einheiten in der Bevölkerungsstatistik. 

Die Perforationamaschine von O^re. Die Perforations- 
maschine (nebenstehende Fig. 1) enthält unter jF so viele Locheisen, 
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als die Karte mögliche Lochstellen besitzt (füx die Herstellung der 
obigen Karten sind 57 Locbeisen nötig; die Karten, welche bei der 
österr. Yolkszählnng des Jahres 1900 verwendet wurden, trugen 
240 Lochstellen). Die Locheisen ruhen im festen Scharnier und 
endigen auf der einen Seite, der Loclibüchee (unter E) gegenüber, 
in den Locbspitzen, auf der anderen Seite (unter F) in Tastern. Die 
Manipulation gebt so vor sich, daß 75 bis 100 Karten in die Karten- 
böehse (unter Ä) hineingelegt und mit einer festen gewundenen Feder, 
welche im Hintergründe der Figur steht, gegen die Vorderseite der 
BQchse gehalten werden. Durch Niederdrücken der Platte B wirft; 
der Hebel C und die glockenförm^e Kurbel D die oberste Karte des 
Paketes auf die rechte Seite in die Lochbüchse gegenüber den Loch- 
eisen bei E. Mittels der Taster bei F wird diese Karte nun durch 
einen Beamten auf Grund der Daten der Polize durchlocht. Durch 
abermaliges Niederdrücken der Platte B wird eine zweite Karte in 
die LochbQchae geworfen, welche ihrerseits wieder die erste Karte 
auf der rechten Seite gegen den Hintergrund der Figur hinauswirft. 
Eine Klappe etwas unterhalb E bewegt sich gegen den Beamten, 
sobald die Platte B niedergedrückt ist und dient zu doppeltem Zwecke. 
Einerseits wird durch sie die erste Karte mit der Vorderseite nach 
unten geworfen, um die ursprüngliche Ordnui^ zu erhalten, anderer- 
seits die zweite Karte genau in die gewünschte Lage gegenüber den 
Locheisen gebracht. 

Die Ordnniiffstnasohliie von Oore. Die Ordnungemaschine 
(Fig. 2) besteht im wesentlichen aus einer Trommel, welche in vier 
Fächer zur Aufiiahme der zu ordnenden Karten geteilt ist und sieh 
um eine feste Achse dreht Die Bewegung der etwa 27^ m hohen 
Maschine erfolgt durch einen Motor mit einer Y^ Pferdekraft bei A; 
die vier Fächer C, C", C" , C"" dienen zur Äuftiahme von je 
10 kreisförmigen Schachteln, welche oben geöffnet und unten durch 
bewegliche Lippen (statt eines f^ten Untergrundes) geschlossen sind 
und einen Fassungsraum von ca. 200 Karten haben. Unter einer 
jeden Reihe von Schachteln ist eine sich drehende Scheibe D', D", 
jy", J)"", auf welcher 10 ablösbare Platten in gleichen Entfernungen 
arrangiert sind. Die Platten sind von derselben Größe wie die Karten 
und jede Platte hat so viele Löcher, als Perforationsstellen auf 
den Karten existieren können. In der Ruhelage liegt je eine Platte 
unter je einer Schachtel und je ein Loch der Platte unter einer 
Lochatelle. 
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Nnu erfolgt die Ordnung der Karten durch die nachatehenden 
Operationen. Zwei aufrechtstebende Stahhtifte werden in die dazu 
gehörigen Löcher einer jeden Platte eingesenkt. Einer derselben wird 
fortwährend unter der Perforierung im Mittelpunkte der Karte, der 
andere jeweilig unter der Perforationsstelle eines bestimmten Be- 
obachtungselementes stehen. 

Soll beispielBweise in einem Fache der Trommel nach Klassen- 
zehnem geordnet werden, so wird der zweite Stift einer Platte genau 
unter 00, der zweite Stift der nächsten Platte genau unter 10, der 
zweite Stift der dritten Platte genau unter 20 zu liegen kommen usf 
Nachdem nun alle 40 BUchsen der Ordnungsmaschine mit ungeord- 
neten Karten gefüllt wurden, wird die Maschine in Bewegung gesetzt. 
Jede der sich drehenden Seheiben bewegt sich um '/m des ümfanges 
derart, daß jede Platte unter eine Büchse zu ruhen kommt. Die 
Scheiben mit den Platten bewegen sieb sodann automatisch aufwärts, 
bis die Spitzen der Stifte die Kartenpakete nach aufwärts halten. Zur 
selben Zeit bewegen sich die Lippen, welche die Karten unterstützt 
haben, automatisch zur Seite und die unterste Karte oder die unter- 
sten Karten, welche eine Perforierung an der Stelle des zweiten Stiftes 
tragen, fallen auf die Platte. Die Lippeu kehren sodann wieder in 
ihre ursprüngliche Lage unter die Karten zurück und die Scheibe 
senkt sich, um die Operation zu wiederholen. 

In wenigen Minuten sind die Büchsen leer und alle Karten nach 
der Stellung des zweiten Stablstiftes geordnet. Jede Platte kann 
schnell entfernt und ihre Karten dürfen weggelegt werden, sobald 
die letzteren die Spitzen der Stifte erreichen oder die Büchsen ge- 
leert sind. 

Sind die Karten nach einem Beobachtungselement (etwa nach 
Klassenzehuern) geordnet, dann wird durch Umstellung der Stifte 
die Ordnung nach Klasseneiahetten erfolgen. 

Die Z&hlmasohine von Hollerith. Mit der Zäblmascbine 
wird die direkte Auszählung eventuell auch Anordnung der nach den 
Erhebungsmomenten bereits perforierten Karten unter Verwendung von 
elektrischen Strömen durchgeführt. Zu diesem Behufe werden so viele 
Stromkreise konstruiert, als Perforationsstellen überhaupt vorhanden 
sind, die Ströme an den tatsächlich perforierten Stellen der Karten 
geschlossen, an den nicht perforierten unterbrochen, endlich mit diesen 
Strömen einerseits ein Zählwerk, andererseits eine Sortierungsvorricb- 
tung (ein Fächerkasten) in Bewegung gesetat. 
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Die ZählmoBchine von Hollerith. 261 

Die Zählmaechine bestellt auB drei Hauptbestandteüeu und zwar 
1. dem Kontaktapparat, 2. dem Zählwerk mit der Relaisanlage, 3. dem 

Fächerkasten. 

Der Kontaktapparat (nebenstehende Fig. 3) dient zur Öf&iiiDg und 
Schließung der Stromkreise, deren Unterbrechungsstelle einerseits durch 
ein System von feststehenden, mit Quecksilber gefüllten, durch eine 
Schicht aus Hartgummi getrennten Näpfchen, andererseite durch ein 
System von an einem Hebel befestigten, genau über den Quecksilber- 
näpfchen stehenden Nadeln gebildet wird. Die Näpfchen sind in eine 
Platte eingesenkt, welche die Form der Zählkarte bat und mit ihren 
Anschlägen am rückwärtigen und linken Bande bewirkt, daß dereii 
PerforatiouBstellen über die Quecksilbemäpfe zu liegen kommen. 

Die Spitzen der Nadeln reichen soweit herab, daß dieselben nach 
Herabsenken des Hebels — falls 'sie nicht durch eine unperforierte 
Stelle der Karte zurückgebalten werden — in die Quecksilbemäpfe 
tauchen und hierdurch den Strom schließen. 

Daa Zählwerlz besteht aus einem System von Uhren und Beiais 
je an Zahl gleich der Anzahl der Stromkreise (siehe Fig. 5). Die Uhren 
haben die Summe der vorgenommenen Schließungen der Stromkreise 
zu registrieren, die Beiais die Aufgabe, jene Schließungen aus dem 
Zählwerke auezuschalten, welche für sich als Zähleiuheit statistisch 
bedeutungslos bleiben. 

Die Uhren sind in bekannter Art konstruiert und werden je für 
sich durch einen kleinen Elektromagneten in Bewegung gesetzt, dessen 
Anker bei jedem Kontakte mittels eines Häkchens in ein hundert- 
teiliges Zahnrad eingreift und einen damit verbundenen Zeiger um 
einen Grad an der hundertteiligen Peripherie eines Zählblattea fort- 
achiebt. Hat dieses Zahnrad eine volle Umdrehung gemacht, so 
schiebt es ein zweites, ebenfalls hundertteiliges Zahnrad um einen Zahn 
weiter, derart daß hierdurch ein zweiter Zeiger in Bewegung ge- 
setzt wird. Auf solche Weise kann jede Uhr bis zu 10000 Fällen 
registrieren. 

Die Belais sind kleine Elfektromagnete, durch deren Induktions- 
spulen die Ströme eines Erheb ungemomentes hindurchgehen und 
welche bewirken, daß im Falle des Schlusses des Ankerhebels der 
durch ihn selbst hindurchgehende Stromkreis eines zweiten Erhebungs- 
momentes geschlossen wird. Darnach bleibt der Stromkreis des zweiten 
Erhebungsmomentes so lange unwirksam, als nicht gleichzeitig das 
erste Erheb ungsmoment gezählt wird. Die Aufnahme des kombinierten 
Erhebungsmomentes erfolgt durch eine Uhr. 
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Ist beiepielB weise zu ermitteln, wie viele Personen innerhalb des 
durch die gelochten Zählkarten repräsentierten Bevölkerungskomplexes 
— 10, 10 — 20, 20 — 30, . , . Jahre aJt und wieviele innerhalb einer 
jeden Altersklasse ledig, verheiratet, verwitwet und geschieden sind, 
dann werden die zehn Altersklassenströme durch die Ankerhebel von 
zehn Systemen mit je viei; Relais und die vier Familienstandsströme 
wieder durch die Induktionsspulen von je einem Kelais aus den zehn 
Belaissystemen für die Alterskiaasen geleitet. 

Der Fächerkasten (nebenstehende Fig. 4) endlich besteht ans zwei 
Reihen senkrecht stehender und wagerecht angereihter Fächer, deren 
jedes oben durch eine Klappe verschlossen ist. Die Klappen werden 
durch Federn in die Höhe gedruckt, an dem Aufspringen jedoch durch 
Widerstände (kleine Haken) gehindert. Diese Widerstände stehen mit 
dem Anker eines kleinen Elektromagneten in Verbindung. So oft 
ein Strom durch dessen Induktionsspule geht, wird auch die be- 
treffende Klappe geöffnet und dem Arbeiter die Möglichkeit gegeben, 
in das dieser entsprechende Fach eine Karte einzulegen. Die Sor- 
tierung des Beobachttmgsmateriales geht nun so vor sieb, daß man 
die Elektromagneten des Fächerkastens in den Kontaktapparat ein- 
schaltet. Diese Einschaltung kann sehr verschieden und insbesondere 
unabhängig von der Arbeit des Zählwerkes erfolgen. Ja man kann 
durch Einschaltung eines anderen, als des im Zählwerke verwendeten 
Relaissystems die Anordnung der Zählkarten im Fächerkasten nach 
völlig anderen Gesichtspunkten als die Zählung im Zählwerke vor- 
nehmen. Zumeist wird allerdings die Kombination des Fäcberkastens 
mit dem Zählwerke dazu benützt, die Sortiemng und Zählung des 
Materiales nach mehr als zwei Verbindungen durchzuführen. 

Die einzelnen hier erwähnten Bestandteile der Maschine sind in 
der folgenden Weise angeordnet (Fig. 5). Der Kontaktapparat okkupiert 
die vordere, rechte Ecke eines Tisches, hinter welchem sieh ein Rahmen 
mit den Uhren und den Relais befindet. Von der Relaisanlage führen 
schlauchförmige Kabelleitungen zu dem Fächerkasten, welcher rechts 
vom Stuhle des Arbeiters aufgesteUt ist. Vor dem Kontaktapparat ist 
ein Behälter für jene Karten angebracht, für welche keine Abteilui^ 
des Fächerkastens bestimmt ist. 

Die Arbeit geht nun so vor sich, daß von dem am linken Teile 
des Tisches aufgestapelten und bereits durchlochten Kartenvorrat die 
Karten sukzessive in den Kontaktapparat eingeschoben werden. Nach 
Lenkung des Hebels des Kontaktapparates wird die Karte sodann von 
der Tischplatte abgehoben und in jenes Fach des Fächerkastens ge- 
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Würfen, das sich eben geöfliiet hat. Das geöffnete Blatt des Päeher- 
kastens mnß mit der Hand niedei^edrückt werden. 

Schließlich wird noch hemerkt, daß die Beschreibung und Dar- 
Btellung der Maschinen von Gore im wesentlichen nach freier Über- 
setzung eines in Bd. XXXVH des Jonmal of the Inst, of Aetuaries 
Tou Fackler erschienenen Aufsatzes und die Beschreibung der Hollerith- 
schen Zählmaschine nach einem im allg. stat. Archiv v. Mayr (1891/92) 
erschienenen Auisatze von Rauchberg erfolgt ist. Den Abbildungen 
der Teile der Zählmaschine liegen die dem Verfasser in liberalster Weise 
von dem Institute of Actuariee in London und der vereinigten Tele- 
phon- und Telegraphen -Fabriks-Aktien-Geaellschaft in Wien zur Ver- 
fügung gestellten Clich^s und Negative zugrunde. 
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Anhang U. 
Werte der Funktion W^ = 



y^, 



fe-ä> 



Y 


W 


7 


^. 


Y 


W^ 


0,00 


0,000 


0,41 


0,488 


0,84 


0,765 


0,01 


0,011 


0,42 


0,448 


0,88 


0,776 


0,02 


0,02.3 


0,43 


0,467 


0,88 


0,787 


0,03 


0,034 


0,44 


0,466 


0,90 


0,797 


0,0* 


0,046 


0,46 


0,475 


0,92 


0,807 


0,05 


0,066 


0,46 


0,486 


0,94 


0,816 


0,06 


0.068 


0,47 


0,494 


0,96 


0,825 


0,07 


0,079 


0,48 


0,608 


0,98 


0,834 


0,08 


0,090 


0,49 


0,612 


1,00 


0,843 


0,OU 


0,101 


0,60 


0,520 


1,02 


0,851 


0,10 


0,112 


0,61 


0,529 


1,04 


0,859 


0,11 


0,124 


0,52 


0,688 


1,06 


0,866 


0,12 


0,186 


0,53 


0,646 


1,08 


0.873 


0,13 


0,14S 


0,54 


0,566 


1,10 


0,880 


0,U 


0,157 


0,55 


0,563 


1,12 


0,887 


0,16 


0,168 


0,56 


0,572 


1,14 


0,893 


0,16 


0,179 


0,57 


0,680 


1,16 


0,899 


0,17 


0,190 


0,68 


0,588 


1,18 


0,905 


0,18 


0,201 


0,59 


0,696 


1,20 


0,910 


0,19 


0,212 


0,60 


0,604 


1,22 


0,916 


0,20 


0,223 


0,61 


0,612 


1,21 


0,921 


0,21 


0,234 


0,62 


0,619 


1,26 


0,925 


0,22 


0,244 


0,63 


0,627 


1,28 


0,930 


0,23 


0,255 


0,64 


0,636 


1,30 


0,931 


0,21 


0,266 


0,6ö 


0,642 


1,86 


0,944 


0,25 


0,276 




0,649 


1,10 


0,952 


0,26 


0,287 


0,67 


0,657 


1,45 


0,960 


0,27 


0,297 


0,68 


0,664 


1,50 


0.96« 


0,28 


0,308 


0,69 


0,671 


1,60 


0,976 


0,3'J 


0,318 


0,70 


0,678 


1,80 


0,989 


0,30 


0,329 


0,71 


0,685 


2,00 


0,996 


0,31 


0,339 


0,72 


0,691 


2,50 


0,99859 


0,32 


0,349 


0,73 


0,699 


2,87 


0,99995 


0,33 


0,359 


0,74 


0,705 


3,00 


0,99998 


0,34 


0,869 


0,76 


0,711 


3,60 


1,00000 


0,35 


0,379 


0,76 


0,718 






0,8G 


0,389 


0,77 


0.724 






0,37 


n,399 


0,78 


0,730 






0,38 


0,409 


0,79 


0,736 






0,39 


0,419 


0,80 


0,742 






0,40 


0,428 


0,82 


0,751 
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B er ichti gangen. 

Auf 8, S, Aha. 2 ist statt „Demographie und Demologie" Tlieorie der Be- 
välkentngs- wtd Moralstatütik, den Gnmdsügen einer Theorie der demograjAisehen 
und demologisehen Statistik iiu lesen. 

Auf Seite 1S9, 6. Zeile von unten iat atatt „Quadrataumme" Summe der 
Quadrate der Differenzen zu leae». 
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